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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Многие радиофизические системы состоят
из взаимосвязанных автоколебательных элементов. Например, к ним от­
носятся массивы джозефсоновских контактов, энергосети, сети фазовой
синхронизации и др. В моделях, описывающих динамику таких систем,
обычно используются переменные, характеризующие амплитуды и фазы
колебаний, которые отражают автоколебательные свойства элементов.
Однако в 1975 году японский исследователь Курамото (Y. Kuramoto),
опираясь на концепцию, введённую ранее A. Winfree [1], предложил
для описания динамики систем, состоящих из автоколебательных эле­
ментов с достаточно слабыми межэлементными связями, рассматривать
лишь уравнения для фаз колебаний, поскольку амплитуды колебаний в
таких системах менее чувствительны к внешним воздействиям и изменя­
ются незначительно, т. е. перейти от амплитудно-фазового к фазовому
описанию [2]. При этом эволюция фазы каждого элемента определяет­
ся суммарным действием всех других элементов, каждое из которых
представляет собой произведение некоторой постоянной величины, харак­
теризующей силу межэлементных связей, на синус разности фаз каждой
пары элементов. Эта система фазовых уравнений стала общепризнанной
и получила название классической (paradigmatic) модели, или ансамбля,
Курамото, а её элементы стали называться фазовыми осцилляторами.
Модель широко используется при изучении колебательных явлений в
системах различной природы, в том числе химической, биологической,
нейронной и др. Классическая модель Курамото получила дальнейшнее
развитие в работах T. Antonsen, A. Arenas, H. Daido, Y. Maistrenko, E. Ott,
A. Pikovsky, H. Sakaguchi, S. Strogatz и др., в которых был сделан ряд важ­
ных обобщений на случай неоднородных межэлементных связей и частот,
неограниченного числа осцилляторов, наличия в системе шума и задерж­
ки и т. д. Было получено много значимых результатов, включающих, в
частности, условие полной и частичной синхронизации, коллективного
хаоса, формирование кластерных состояний и др.

В настоящее время возрастающее внимание исследователей привле­
кает новый класс ансамблей Курамото, в котором межэлементные связи
уже не являются постоянными. Коллективная динамика таких систем
формируется в результате совместной эволюции состояний элементов
модели и межэлементных соединений. Это так называемые коэволю­
ционные, или адаптивные, системы. Большой вклад в изучение таких
ансамблей Курамото внесли T. Aoyagi, R. Berner, S. Boccaletti, J. Kurths,
E. Schöll, S. Yanchuk, Р. М. Борисюк, Я. Б. Казанович, Д. В. Касат­
кин, В. И. Некоркин, А. Е. Храмов. Было изучено влияние правила
адаптации, задержки, топологии связей и многослойной организации
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на динамику адаптивных сетей Курамото, показано возникновение кла­
стерных, химерных (когда одна часть сети находится в когерентном, а
другая — в некогерентном состоянии) и метастабильных химероподобных
состояний, иерархических и модульных структур, мультистабильности,
эффекта «колебания порядка» (когда сеть колеблется между почти
синхронным и асинхронным состояниями). В обзоре [3] представлено
подробное описание адаптивных динамических сетей, их применение
в различных областях исследований, приведён обзор математических
методов их анализа, а в обзоре [A1] представлены основные классы мо­
делей адаптивных связей, используемых при описании коэволюционных
ансамблей Курамото. Проанализированы динамические и структурные
эффекты, вызванные наличием соответствующего закона адаптации свя­
зей.

В последнее время возник большой интерес, в значительной степени
стимулированный проблемами построения систем машинного обучения и
искусственного интеллекта, к построению новых моделей, которые могли
бы воспроизводить сложную структурную организацию и пластичность
(адаптивность) реальных нейронных сетей. В связи с этим была введе­
на в рассмотрение концепция симплексных связей, или взаимодействий
высокого порядка [4]. Поясним на уровне физической строгости, что
симплекс — это 𝑛-мерный многогранник, имеющий (𝑛+ 1) вершин, не ле­
жащих в одной (𝑛 − 1)-мерной плоскости. Применительно к ансамблям
Курамото, вершинам симплексов соответствуют фазы взаимодействую­
щих осцилляторов. Например, симплексу с 𝑛 = 1 соответствует отрезок,
и динамика ансамбля зависит от разности фаз каждых таких пар осцил­
ляторов. При 𝑛 = 2 симплекс представляет собой треугольник, и связи
представляют собой функции от линейной комбинации фаз трёх осцилля­
торов, а при 𝑛 = 3— тетраэдр и т. д. Примерами систем с симплексными
соединениями при 𝑛 ⩾ 2 являются сети мозга [5; 6], сети взаимодейству­
ющих белков [7], ансамбли электрохимических осцилляторов [8] и др.
Изучение автоколебательных систем с симплексными связями (𝑛 ⩾ 2)
находится на начальной стадии, и их свойства остаются малоизученны­
ми. Настоящая диссертация относится к этому новому и актуальному
направлению радиофизики.

Другое направление диссертации связано с хаотической динамикой,
традиционным объектом радиофизики. Исследование хаотического пове­
дения автоколебательных систем восходит к пионерским экспериментам
Ван дер Поля и Ван дер Марка, которые обнаружили шумоподобные
колебания в генераторе Ван дер Поля, находящегося под действием пери­
одической внешней силы [9]. К настоящему времени в этом направлении
достигнуты значительные успехи. Разработан целый ряд генераторов
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шумоподобных колебаний, в основе которых лежит динамический (детер­
минированный) хаос: генератор Кияшко — Пиковского — Рабиновича [10;
11], кольцевой генератор Дмитриева — Кислова [12], генератор с инер­
ционной нелинейностью Анищенко — Астахова [13], генератор Чуа [14],
генератор с запаздывающей связью на лампе бегущей волны Кислова —
Залогина — Мясина [15], генераторы Безручко — Кузнецова — Трубецко­
ва [16] и Гинзбурга — Кузнецова на лампе обратной волны [17] и др.
Проблемам генерации хаоса в радио- и микроволновом диапазонах частот
на основе твердотельных устройств с сосредоточенными параметрами по­
священа книга А. С. Дмитриева [18].

С момента формирования теории динамического хаоса сложилось
его условное деление на два типа: консервативный и диссипативный.
Сравнительно недавно математиками С. В. Гонченко и Д. В. Турае­
вым была предложена концепция третьего типа хаоса — так называемой
смешанной динамики [19]. Смешанная динамика характеризуется сосуще­
ствованием в одной и той же системе консервативных и диссипативных
объектов. В фазовом пространстве такой системы, наряду с диссипатив­
ными элементами — аттрактором и репеллером (аттрактором в обратном
времени), существует также замкнутое инвариантное множество — так
называемое обратимое ядро, образованное траекториями, одновременно
принадлежащими хаотическому аттрактору и хаотическому репеллеру.
Наличие такого консервативного объекта, не притягивающего и не от­
талкивающего другие траектории, существенно влияет на динамику
диссипативной системы. Первоначально явление смешанной динамики
было обнаружено в узком классе обратимых систем. В обратимых
системах аттракторы и репеллеры симметричны друг другу и при соответ­
ствующем преобразовании координат полностью совпадают. Примерами
обратимых систем с третьим типом хаоса являются модели кельтского
камня [20], волчка Суслова [21], связанных ротаторов Пиковского — Топа­
жа [22], вихревых потоков [23]. Результаты, полученные в работах [20—23]
по смешанной динамике обратимых систем, в значительной степени по­
лучены при использовании оригинальных качественных и численных
методов, разработанных А. О. Казаковым. До настоящей диссертацион­
ной работы явление смешанной динамики в системах более общего вида —
необратимых, — не наблюдалось.

Таким образом, в настоящей диссертации будут рассмотрены ансам­
бли осцилляторов Курамото, обладающие, с одной стороны, сложными
адаптивными, в том числе симплексными, межэлементными связями, а
с другой, как будет установлено в диссертации, — демонстрирующие сме­
шанную динамику.

Целью диссертационной работы является разработка моделей,
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демонстрирующих смешанную динамику, в классе необратимых коэ­
волюционных ансамблей Курамото с симплексными и адаптивными
межэлементными связями (первого и второго порядков) и выявление на
их основе динамических свойств и характеристик этого нового явления.
Исследование режимов синхронизации в этом классе систем. Приложение
полученных результатов к задачам генерации шумоподобных автоколеба­
ний и нейродинамики.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить сле­
дующие задачи:

1. Выделить области параметров и вид функций адаптации в ансам­
блях Курамото с адаптивными симплексными связями первого и
второго порядков, при которых реализуется смешанная динами­
ка.

2. Разработать аналитические и численные методы анализа третье­
го типа хаоса в необратимых системах.

3. Изучить влияние внешнего периодического стимула на смешан­
ную динамику в ансамбле осцилляторов Курамото с симплексны­
ми адаптивными связями первого порядка.

4. Исследовать механизмы формирования и разрушения синхрон­
ных режимов в коэволюционных сетях осцилляторов Курамото с
симплексными связями первого и второго порядка.

5. Разработать генератор шумоподобных колебаний на базе модели
Курамото с адаптивными связями, демонстрирующей смешан­
ную динамику.

6. Изучить влияние различных правил адаптации на динамику ней­
ронных осцилляторов в рамках модели Курамото с адаптивными
симплексными связями первого и второго порядков.

Научная новизна:
1. Впервые предложены необратимые системы с третьим типом хао­

са, представляющие собой коэволюционные ансамбли Курамото.
2. Разработаны аналитические и численные методы установления

пересечения хаотического аттрактора с хаотическим репеллером,
введены и исследованы характеристики третьего типа хаоса в
необратимых коэволюционных ансамблях осцилляторов Курамо­
то.

3. Установлено, что при действии внешней силы на ансамбль ос­
цилляторов Курамото с симплексными адаптивными связями
первого порядка, находящийся в режиме смешанной динамики,
фрактальные размерности хаотического аттрактора и обратимо­
го ядра, характеризующие отличие их фрактальной структуры
от структуры классических многообразий, уменьшаются.
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4. Выделены условия на параметры функции адаптации, при кото­
рых ансамбли Курамото демонстрируют синхронизацию как в
случае симплексных связей первого порядка, так и в случае сим­
плексных связей второго порядка.

5. Впервые показано, что процесс разрушения синхронных режимов
в коэволюционных сетях осцилляторов Курамото при изменении
параметра, характеризующего правило адаптации, происходит
иерархически. При этом в случае симплексных связей первого
порядка разрушение происходит через состояния частичной син­
хронизации, а в случае симплексных связей второго порядка
имеет место резкий скачкообразный переход к асинхронному ре­
жиму.

6. Реализован генератор шумоподобных колебаний в режиме сме­
шанной динамики в системе с дискретным временем. Установ­
лено, что в случае третьего типа хаоса спектральная плотность
мощности колебаний более равномерно распределена по часто­
там, чем в случае классического диссипативного хаоса в той же
системе.

7. Продемонстрировано, что ансамбли Курамото с адаптивными
симплексными связями первого и второго порядков можно рас­
сматривать как модели спайковых нейронных сетей. При этом в
случае смешанной динамики ансамбль осцилляторов Курамото
воспроизводит сложные спайковые последовательности, которые
не могут быть реализованы в рамках хаотической диссипативной
динамики.

Практическая значимость. Разработанные методы исследования
третьего типа хаоса могут быть полезны при изучении других систем.
Реализованный на программируемой логической интегральной схеме ге­
нератор шумоподобных колебаний в режиме смешанной динамики может
быть востребован при построении новых перспективных систем комму­
никации и кодирования информации. Предложенные в работе правила
адаптации межэлементных связей могут быть востребованы при постро­
ении новых моделей реальных нейронных сетей, обладающих сложной
структурной организацией и пластичностью.

Методология и методы исследования. В исследовании были
использованы современные методы нелинейной динамики, теории бифур­
каций и численного моделирования.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Коэволюционные ансамбли осцилляторов Курамото с адаптив­

ными симплексными связями первого и второго порядков демон­
стрируют смешанную динамику.
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2. В фазовом пространстве ансамбля осцилляторов Курамото с
адаптивными симплексными связями первого порядка хаотиче­
ский аттрактор, хаотический репеллер и обратимое ядро локали­
зованы в окрестности двумерной поверхности.

3. В коэволюционных ансамблях Курамото с симплексными связя­
ми первого и второго порядков синхронный режим колебаний
осцилляторов существует для широкого класса функций коэво­
люции.

4. Разрушение синхронного режима происходит по-разному для ко­
эволюционных ансамблей Курамото с симплексными связями
первого и второго порядков.

5. Генератор с дискретным временем, построенный на основе про­
граммируемой логической интегральной схемы, демонстрирует
третий тип хаоса.

6. Новая модель нейронного ансамбля Курамото, находящегося в
режиме смешанной динамики, генерирует сложные спайковые по­
следовательности, которые не могут быть реализованы в рамках
диссипативной хаотической динамики.

Достоверность. Все представленные результаты диссертационного
исследования являются достоверными и обоснованными. В работе приме­
нялись надежные и апробированные методы и подходы. Разработанные
алгоритмы и программы для численного моделирования тщательно тести­
ровались на известных моделях. Полученные аналитические и численные
результаты хорошо согласуются между собой. Для дискретной моде­
ли Курамото результаты исследования подтверждены экспериментально
при реализации генератора шумоподобных колебаний, построенного на
ПЛИС. Положения и основные результаты диссертационной работы опуб­
ликованы в рецензируемых российских и зарубежных научных журналах
и подвергались оценке независимых международных экспертов. Резуль­
таты докладывались на всероссийских и международных симпозиумах,
конференциях, школах и обсуждались на научных семинарах.

Апробация работы. Материалы диссертации были представлены
в виде докладов на следующих конференциях:

1. XXII и XXV научные конференции по радиофизике (Нижний
Новгород, 2018, 2021);

2. XXIV и XXVIII Нижегородские сессии молодых учёных (Ниже­
городская область, 2019, 2023);

3. International Conference on Dynamical Systems “Shilnikov
Workshop” (Нижний Новгород, 2018, 2019, 2020, 2022);

4. XXIII и XXVI Конкурсы работ молодых учёных ИПФ РАН (Ниж­
ний Новгород, 2021, 2024);
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5. SIAM Conference on Applications of Dynamical Systems (virtual
conference, 2021);

6. Конференция международных математических центров мирово­
го уровня (ФТ Сириус, 2021);

7. ХХ научная школа «Нелинейные волны-2022» (Нижегородская
область, 2022);

8. XVII Всероссийская молодёжная научно-инновационная школа
«Математика и математическое моделирование» (Саров, 2023);

9. 4th International Conference on Integrable Systems and Nonlinear
Dynamics (Ярославль, 2023);

10. XXIII молодежная конференция «Математическое моделиро­
вание и суперкомпьютерные технологии» (Нижний Новгород,
2023).

Результаты, полученные в ходе выполнения работы, были исполь­
зованы в ходе исследовательских работ в рамках проектов РФФИ и
РНФ. Результаты работы также обсуждались на научных семинарах
ИПФ РАН. Они отмечены дипломами второй степени Конкурса работ
молодых учёных ИПФ РАН (2021) и XVII Всероссийской молодёжной
научно-инновационной школы «Математика и математическое моделиро­
вание» (2023), а также дипломом первой степени Нижегородской сессии
молодых учёных (2023).

Личный вклад. Все приведённые в диссертации результаты полу­
чены либо лично автором, либо при его непосредственном участии. В
частности, автором выполнены все присутствующие в работе численные
расчёты и реализованы алгоритмы разработанных методов. Численные
расчёты выполнялись на основе оригинальных программ, созданных ав­
тором самостоятельно, а также с использованием программы с открытым
исходным кодом [24].

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 19 печатных изданиях, 8 из которых изданы в периодических науч­
ных журналах, индексируемых Web of Science и Scopus, 11 — в тезисах
докладов.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, 4
глав, заключения и 2 приложений. Полный объём диссертации составля­
ет 122 страницы, включая 68 рисунков и 8 таблиц. Список литературы
содержит 129 наименований.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, проводи­
мых в рамках данной диссертационной работы, формулируются цели и
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задачи, излагается научная новизна и практическая значимость представ­
ляемой работы, перечислены основные положения, выносимые на защиту.

Первая глава диссертации посвящена исследованию динамики ко­
эволюционных ансамблей двух осцилляторов Курамото.

В разделе 1.1 приводится описание рассматриваемых в главе мо­
делей.

Раздел 1.2 посвящён изучению динамики коэволюционного ан­
самбля двух осцилляторов Курамото с расстройкой собственных частот,
который описывается системой следующего вида:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

φ̇1 = ω1 − κ1 sin(φ1 −φ2 + α),
φ̇2 = ω2 − κ2 sin(φ2 −φ1 + α),
κ̇1 = −ε

(︀
sin(φ1 −φ2 + β) + κ1

)︀
,

κ̇2 = −ε
(︀
sin(φ2 −φ1 + β) + κ2

)︀
,

(1)

где (φ1,φ2)— фазы осцилляторов, (κ1, κ2)— коэффициенты связи, а точ­
кой сверху обозначено дифференцирование по времени. Параметр α
характеризует постоянную задержку при передаче сигнала от одного ос­
циллятора к другому. Свойства функции коэволюции можно изменять
при помощи параметра β. Например, в контексте нейродинамики си­
стему (1) можно рассматривать как модель двух взаимодействующих
спайковых нейронов с пластичной связью. Тогда при β = 0 коэффици­
енты связи эволюционируют во времени согласно правилу адаптации,
зависящей от времени появления потенциала действия, или спайка (spike­
timing-dependent plasticity, или STDP), когда сила связи между парой
нейронов изменяется в зависимости от разности времён генерации пре-
и постсинаптическим нейронами потенциалов действия. А именно, если
пресинаптический спайк предшествует постсинаптическому, то есть спо­
собствует генерации последнего, то сила такой связи увеличивается, в
противном случае сила связи уменьшается. При β = π

2 связи эволюциони­
руют по обратному правилу Хебба, когда сила связи между элементами
уменьшается при уменьшении разности их фаз, а значение β = 3π

2 со­
ответствует правилу Хебба, когда она увеличивается при уменьшении
разности фаз осцилляторов. Параметр ε разделяет быструю динамику
фаз и медленную динамику коэффициентов связи. Собственные частоты
осцилляторов обозначены как ω1 и ω2.

Систему (1) можно представить в следующем эквивалентном виде:⎧⎨⎩ εθ̇ = γ− 𝑦 cosα sin θ+ 𝑧 sinα cos θ,
�̇� = −𝑦 − 2 sinβ cos θ,
�̇� = −𝑧 + 2 cosβ sin θ,

(2)

где переменная θ = φ1 − φ2 описывает разность фаз осцилляторов, 𝑦 =
κ1+κ2 — динамику суммы коэффициентов связи, 𝑧 = κ2−κ1 — динамику
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разности коэффициентов связи. Значение расстройки собственных частот
обозначено параметром γ = ω1 − ω2.

Исследованы динамические режимы системы (2). Установлены зна­
чения параметров, при которых в системе одновременно существуют
хаотический аттрактор и хаотический репеллер. При γ = 0 они разделе­
ны (рис. 1, а). Однако в некотором диапазоне параметра γ они занимают
приблизительно одну и ту же область фазового пространства и очень
близки друг к другу (рис. 1, б).

(а) (б)

Рис. 1. Хаотический аттрактор (серый цвет) и хаотический репеллер
(чёрный цвет) системы (2) в фазовом пространстве: а — случай γ = 0;
б — случай γ = 0.015. α = 0.24, β = 1.6, ε = 0.01

Численно построены инвариантные многообразия в локальной
окрестности седловых траекторий хаотического аттрактора и хао­
тического репеллера. Методика построения базируется на свойстве
диссипативности системы (2) и анализе расположения инвариантных
кривых на секущей Пуанкаре, соответствующих этим многообразиям.
Построение показало, что при определённых значениях параметров
многообразия достаточно близких седловых траекторий хаотических
аттрактора и репеллера трансверсально пересекаются (рис. 2).

Наличие пересечения инвариантных многообразий близких сед­
ловых траекторий хаотического аттрактора и хаотического репеллера
является критерием существования в системе (2) обратимого ядра. Уста­
новлено, что в случае смешанной динамики наблюдаемое в численном
моделировании минимальное расстояние между хаотическим аттрак­
тором и хаотическим репеллером меньше по крайней мере на три
порядка по сравнению со случаем классического диссипативного хаоса
(в случае диссипативного хаоса оно равно 10−2, а в случае смешанной
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Рис. 2. Пересечение инвариантных кривых, образованных многообра­
зиями седловых траекторий хаотического аттрактора (серый цвет) и
хаотического репеллера (чёрный цвет) системы (2) на секущей Пуанка­
ре θ = −0.25π. α = 0.24, β = 1.6, ε = 0.01, γ = 0.01509

(а) (б)

Рис. 3. Обратимое ядро системы (2): а — фазовое пространство; б — се­
чение Пуанкаре θ = π. α = 0.24, β = 1.6, ε = 0.01, γ = 0.015

динамики — 10−5). На рис. 3, а представлено обратимое ядро, в котором
расстояние между траекториями аттрактора и репеллера не превыша­
ет величины 0.002, а на рис. 3, б — «след» обратимого ядра на секущей
Пуанкаре. В этом сечении можно видеть элементы эллиптической фор­
мы, напоминающие консервативные элементы динамики. В то же время,
в сечении есть области с высокой плотностью точек и области, в кото­
рых точек практически нет, что напоминает аттрактор в диссипативных
системах. Были введены и изучены характеристики обратимого ядра.
Выявлен диапазон функций адаптации, при которых в системе (2) су­
ществует обратимое ядро. Установлено, что третий тип хаоса существует
в некотором диапазоне функций адаптации связей, близких к обратному
правилу Хебба, а на части кривой, ограничивающей область существо­
вания этого явления, хаотический аттрактор и хаотический репеллер
сближаются и исчезают одновременно. Обнаружено, что фрактальная
размерность обратимого ядра меньше фрактальных размерностей хаоти­
ческого аттрактора и хаотического репеллера. Продемонстрировано, что
при параметрах, сответствующих смешанной динамике, сумма ляпунов­
ских показателей хаотического аттрактора оказывается ближе к нулю,
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чем при других значениях параметров, когда хаотический аттрактор и
хаотический репеллер не пересекаются. Это подтверждает существова­
ние третьего типа хаоса в диссипативной системе (2). Установлено, что в
случае смешанной динамики спектры мощности и средние частоты коле­
баний переменной θ в прямом и обратном времени становятся похожи
друг на друга.

Был проведён анализ ансамбля (2) с точки зрения теории
быстро–медленных систем. В результате этого анализа были установ­
лены следующие свойства системы (2):

1. Классический, так называемый S–образный возвращающий дина­
мический механизм формирования хаоса в системе (2) отсутству­
ет.

2. Установлено, что хаотический аттрактор и хаотический репел­
лер системы (2) локализованы вблизи поверхности, описываемой
уравнением 𝑧𝑎𝑝(θ, 𝑦) = 𝐴𝑧 cosβ sin θ sinω𝑧𝑦

ω𝑧𝑦
(рис. 4).

Рис. 4. Поверхность 𝑧𝑎𝑝(θ, 𝑦) в фазовом пространстве системы (2), в
окрестности которой локализованы хаотический аттрактор и хаотический
репеллер. β = 1.6, ω𝑧 = 10.25, 𝐴𝑧 = 3.06

Была изучена динамика двумерной системы на аппроксимирующей
поверхности 𝑧𝑎𝑝, которая может быть записана в следующем виде:{︂

εθ̇ = γ− 𝑦 cosα sin θ+𝐴𝑧 cosβ sin θ sinω𝑧𝑦
ω𝑧𝑦

sinα cos θ,

�̇� = −𝑦 − 2 sinβ cos θ.
(3)

Показано, что при параметрах, соответствующих смешанной динамике,
фрагменты седловых траекторий системы (2) приближённо описывают­
ся траекториями, принадлежащими аттракторам и репеллерам системы
(3) (рис. 5). Установлено, что на границе области существования третьего
типа хаоса, при пересечении которой хаотические аттрактор и репеллер
исчезают одновременно, в системе (3) происходят седло–узловые бифурка­
ции двух пар колебательных предельных циклов, и после этого в системах
(2) и (3) единственным устойчивым аттрактором остаётся вращательный
предельный цикл.
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(а) (б)

Рис. 5. Временные зависимости переменных на хаотическом аттракторе
и хаотическом репеллере системы (2) в сравнении с временными зависимо­
стями переменных на аттракторах и репеллерах системы (3): а — прямое
время; б — обратное время. α = 0.24, β = 1.6, ε = 0.01, γ = 0.015

В разделе 1.3 приведено исследование динамики коэволюционно­
го ансамбля двух осцилляторов Курамото под действием периодического
внешнего стимула, который описывается системой следующего вида:⎧⎨⎩ εθ̇ = γ− 𝑦 cosα sin θ+ 𝑧 sinα cos θ+𝐴 sinω0𝑡,

�̇� = −𝑦 − 2 sinβ cos θ,
�̇� = −𝑧 + 2 cosβ sin θ,

(4)

где ω0 и 𝐴— частота и амплитуда внешнего воздействия, соответственно.
Систему (4) можно рассматривать как модель двух адаптивно связан­
ных нейронов под действием периодического внешнего тока. Обнаружено,
что даже в отсутствие расстройки собственных частот осцилляторов под
действием внешней силы в этой системе возникает смешанная динами­
ка. Выявлена область существования третьего типа хаоса в пространстве
параметров системы. Продемонстрировано, что с ростом амплитуды
внешней силы среднее расстояние между хаотическим аттрактором и
хаотическим репеллером уменьшается, затем хаотический репеллер в
системе исчезает, а хаотический аттрактор остаётся. Рассчитано рассто­
яние Канторовича — Рубинштейна — Вассерштейна между хаотическим
аттрактором и хаотическим репеллером. Это расстояние оценивает меру
схожести между двумя распределениями в метрическом пространстве.
Соответственно, в рассматриваемом случае оно отражает меру схоже­
сти распределений траекторий хаотического аттрактора и хаотического
репеллера в фазовом пространстве. Показано, что это расстояние умень­
шается при возникновении смешанной динамики, что свидетельствует об
увеличении схожести между хаотическими аттрактором и репеллером.
Установлено, что в неавтономном случае смешанной динамики колебания
в прямом и обратном времени имеют похожую форму. При этом они обла­
дают наибольшей схожестью при значении частоты внешней силы, равной
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частоте пика в спектрах мощности переменных θ и 𝑧 в случае, когда ча­
стоты осцилляторов равны, а внешнее воздействие отсутствует. Показано,
что в случае смешанной динамики не происходит совпадения частот глав­
ных спектральных компонент в спектрах переменных с частотой внешней
силы, однако практически сразу после исчезновения смешанной динами­
ки эти частоты начинают совпадать.

Изучено влияние внешней силы на обратимое ядро, сформированное
вследствие расстройки собственных частот осцилляторов. Показано, что
введение внешней силы при определённых параметрах может уничтожать
смешанную динамику в системе (4). Установлено, что при воздействии
внешней силы на систему фрактальная размерность хаотического аттрак­
тора и обратимого ядра уменьшается.

В разделе 1.4 приведено исследование коэволюционного ансамбля
следующего вида:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

φ̇1 = ω1 − κ1 sin(φ1 −φ2 + α) + 𝑎 sinφ1,
φ̇2 = ω2 − κ2 sin(φ2 −φ1 + α) + 𝑎 sinφ2,
κ̇1 = −ε

(︀
sin(φ1 −φ2 + β) + κ1

)︀
,

κ̇2 = −ε
(︀
sin(φ2 −φ1 + β) + κ2

)︀
,

(5)

где 𝑎 > 0— параметр. Заметим, что, в отличие от систем (2), (4),
колебания одиночного элемента системы (5) являются неизохронными.
Выделены параметры, при которых в системе (5) реализуется третий
тип хаоса. При этом наличие ненулевого параметра 𝑎 может быть как
причиной появления смешанной динамики, так и причиной её уничтоже­
ния. Показано, что хаотические аттракторы и репеллеры ансамбля (5)
находятся вне областей существования критического многообразия, по­
этому они не могут быть описаны в рамках теории быстро-медленных
систем. Продемонстрировано, что поглощающие области хаотического ат­
трактора и хаотического репеллера пересекаются. Установлена область
существования смешанной динамики на плоскости параметров (𝑎,ω1 −
ω2) и показано, что сумма ляпуновских показателей хаотического ат­
трактора ближе к нулю внутри этой области параметров. При этом
она наиболее близка к нулю вблизи границы области существования
смешанной динамики, при пересечении которой хаотические аттрактор
и репеллер исчезают одновременно. Продемонстрировано, что рассто­
яние Канторовича — Рубинштейна — Вассерштейна между хаотическим
аттрактором и хаотическим репеллером уменьшается при возникновении
смешанной динамики под действием параметра 𝑎, а при наличии одно­
временно ненулевого параметра 𝑎 и частотной расстройки это расстояние
становится ещё меньше.

В разделе 1.5 представлена схема реализации на программируе­
мой логической интегральной схеме генератора хаотических колебаний,
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демонстрирующего режим смешанной динамики. Динамика генератора
описывается системой с дискретным временем 𝑛 ∈ Z+:⎧⎪⎨⎪⎩

θ𝑛+1 = θ𝑛 + ℎ
(︁
γ− 𝑦𝑛 cosα sin θ𝑛 + 𝑧𝑛 sinα cos θ𝑛 +𝐴 sinωℎ𝑛

)︁
,

𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 − ℎε(𝑦𝑛 + 2 sinβ cos θ𝑛),
𝑧𝑛+1 = 𝑧𝑛 − ℎε(𝑧𝑛 − 2 cosβ sin θ𝑛).

(6)

Система (6) является дискретной версией системы (4), в которой пара­
метр ℎ принимает конечные значения. Отметим, что это первая модель
генератора шумоподобных колебаний, построенная на основе смешанной
динамики.

(а) (б) (в)

Рис. 6. Спектры мощности переменной θ генератора (6) при ℎ = 0.04
(верхний ряд) и ℎ = −0.04 (нижний ряд): а — диссипативный хаос (γ = 0,
𝐴 = 0); б — смешанная динамика (γ = 0.015, 𝐴 = 0); в — смешанная дина­
мика (γ = 0.015, ω = 0.00475951, 𝐴 = 0.0024). α = 0.24, β = 1.6, ε = 0.01

Генератор (6) демонстрирует возможности формирования шумопо­
добных колебаний, которые могут соответствовать как классическому
диссипативному хаосу, так и третьему типу хаоса. Установлено, что в
случае смешанной динамики распределение мощности по частотам ста­
новится более равномерным по сравнению с диссипативным хаосом в
той же системе и других известных системах, описывающих генераторы
шумоподобных колебаний, при этом введение внешнего периодического
воздействия усиливает этот эффект (рис. 6).

В разделе 1.6 приведены выводы по первой главе.
Изложенные в первой главе результаты опубликованы в ста­

тьях [A1—A6] и тезисах докладов [A7—A16].
Вторая глава диссертации посвящена исследованию динамиче­

ских режимов, возникающих в коэволюционной сети неоднородных осцил­
ляторов Курамото с симплексными связями первого порядка, которую
можно рассматривать как модель нейронной сети с адаптивными связя­
ми.
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В разделе 2.1 вводится модель коэволюционного ансамбля Кура­
мото с симплексными связями первого порядка, имеющая вид:{︃

φ̇𝑖 = ω𝑖 +
Λ
𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 κ𝑖𝑗 sin(φ𝑗 −φ𝑖),

˙κ𝑖𝑗 = −ε
(︁
sin(φ𝑗 −φ𝑖 + β) + κ𝑖𝑗

)︁
,

(7)

где параметром Λ обозначена постоянная сила связи между элементами.
Собственные частоты элементов сети ω𝑖 являются случайными величи­
нами, равномерно распределёнными в диапазоне [−1, 1]. Начальные фазы
выбираются равными 0 с вероятностью η и равными π с вероятностью
(1 − η). Начальные веса κ𝑖𝑗(0) = 1 для 𝑖 ̸= 𝑗 и κ𝑖𝑗(0) = 0 для 𝑖 = 𝑗
и накладывается дополнительное условие, что эволюционируют во вре­
мени только изначально ненулевые коэффициенты связи, то есть в сети
(7) в симплексы первого порядка объединяются элементы с различными
индексами. Число элементов сети 𝑁 = 100.

В разделе 2.2 описываются стационарные режимы системы (7),
то есть режимы, при которых выполняется ˙κ𝑖𝑗 = 0. Показано, что в зави­
симости от значений параметров сеть может демонстрировать несколько
таких режимов. Во-первых, в сети реализуется синхронный режим, когда
усреднённые по времени частоты осцилляторов равны, а их фазы группи­
руются в два противофазных фазовых кластера. Этот режим существует
в широком диапазоне параметра β, включающем в себя правило Хебба.
Во-вторых, в системе реализуется асинхронный режим, соответствующий
пространственно-временному беспорядку. При промежуточных значени­
ях параметров в сети возникает режим частичной синхронизации. Были
изучены первый и второй параметры порядка, характеризующие сте­
пень синхронизации сети: 𝑅𝑚 = 1

𝑁 |
∑︀𝑁

𝑗=1 𝑒
𝑖𝑚θ𝑗 |. При 𝑅𝑚 = 1 в сети

реализуются 𝑚 фазовых кластеров, а при 𝑅𝑚 = 0 для любого 𝑚 реализу­
ется асинхронный режим. Зависимость этих характеристик от параметра
коэволюции β в сети (7) выглядит следующим образом: в синхронном со­
стоянии первый параметр порядка 𝑅1 принимает значения между 0 и 1, а
второй параметр порядка 𝑅2 ≈ 1. В асинхронном состоянии 𝑅1 ≈ 𝑅2 ≈ 0.
В режиме частичной синхронизации обе характеристики имеют гладкую
зависимость от аргумента и принимают значения между 0 и 1 (рис. 7, а).
Исследование зависимости параметров порядка от силы связи Λ показа­
ло, что существует порог по этому параметру, при превышении которого
в системе (7) в некотором диапазоне по β наблюдается синхронный ре­
жим. При этом переход от асинхронного состояния к синхронному при
увеличении Λ от нуля также происходит через состояния частичной син­
хронизации.

В разделе 2.3 описан процесс потери устойчивости синхронно­
го состояния сети (7). Установлено, что для некогерентной части сети
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(а) (б)

Рис. 7. Динамика сети (7) при Λ = 4, ε = 1, η = 0.8: а — зависи­
мость параметров порядка 𝑅1 и 𝑅2 от параметра β, где теоретические
кривые показаны сплошными линиями, а результаты счёта показаны
выколотыми точками; б — зависимость бифуркационных значений двух
осцилляторов сети (7) от времени при β = 4.15, где пунктиром показана
граница устойчивости синхронного состояния сети

этот процесс начинается с осцилляторов с наибольшей собственной ча­
стотой и затем иерархически распространяется на другие осцилляторы
по принципу уменьшения их собственной частоты. Это связано с тем,
что бифуркационное значение параметра β для самых высокочастотных
осцилляторов совпадает со значением параметра β, соответствующим гра­
нице между синхронным режимом и режимом частичной синхронизации.
Потеря устойчивости одного осциллятора вызывает уменьшение пара­
метра порядка 𝑅2, который входит в выражения для бифуркационных
значений параметра β всех осцилляторов, и сдвигает эти значения ближе
к границе устойчивости синхронного состояния всей сети. Таким образом,
осцилляторы из некогерентной части один за одним теряют устойчивость
и покидают синхронную группу. Однако оставшиеся осцилляторы так и
не пересекают границу устойчивости сети, поэтому они остаются в её ко­
герентной части (рис. 7, б).

В разделе 2.4 приводятся выводы по второй главе.
Изложенные во второй главе результаты опубликованы в ста­

тье [A17] и тезисах доклада [A18].
Третья глава посвящена изучению динамики коэволюционного ан­

самбля трёх осцилляторов Курамото с симплексными связями второго
порядка, который можно рассматривать как модель трёх нейронов со
сложным видом адаптивных связей, когда они образуют симплекс вто­
рого порядка.

В разделе 3.1 приводится описание модели, которая описывается

18



следующей системой:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

φ̇1 = ω1 + Λκ1 sin(φ2 +φ3 − 2φ1 + α),
φ̇2 = ω2 + Λκ2 sin(φ1 +φ3 − 2φ2 + α),
φ̇3 = ω3 + Λκ3 sin(φ1 +φ2 − 2φ3 + α),
κ̇1 = −ε

(︀
sin(φ2 +φ3 − 2φ1 + β) + κ1

)︀
,

κ̇2 = −ε
(︀
sin(φ1 +φ3 − 2φ2 + β) + κ2

)︀
,

κ̇3 = −ε
(︀
sin(φ1 +φ2 − 2φ3 + β) + κ3

)︀
.

(8)

В разделе 3.2 продемонстрировано, что в системе (8) при опре­
делённых значениях параметров системы реализуется третий тип хаоса.
Следовательно, явление смешанной динамики обладает свойством робаст­
ности — оно сохраняется при увеличении числа осцилляторов с двух до
трёх и изменении типа связей. Однако в случае системы (8) смешанная
динамика имеет свои особенности. В системе (8) в режиме смешанной
динамики хаотический аттрактор и хаотический репеллер выглядят прак­
тически неотличимо друг от друга, а их фрактальные размерности и
ляпуновские показатели (с учётом знаков) практически совпадают. И
аттрактор, и репеллер имеют два положительных, два нулевых и два от­
рицательных ляпуновских показателя. Это свидетельствует о том, что в
системе (8) присутствует гиперхаос, а в структуре хаотических аттракто­
ра и репеллера содержатся седловые торы [25; 26], многообразия которых
в случае третьего типа хаоса имеют пересечения. Кроме того, в случае
смешанной динамики сумма ляпуновских показателей хаотического ат­
трактора и хаотического репеллера в среднем на порядок меньше, чем
в системах (2), (5), а при определённых значениях параметров дости­
гает значений порядка 10−5, т. е. консервативные свойства системы (8)
выражены сильнее, чем в случае систем (2)—(6). Стоит отметить, что
эти свойства выражены наиболее ярко при значении параметра адап­
тации β = π

2 . Обнаружено одновременное появление и исчезновение
хаотического аттрактора и хаотического репеллера на границах диапа­
зона существования смешанной динамики в пространстве параметров.

В разделе 3.3 изучены характеристики смешанной динамики в
системе (8) и рассмотрено приложение этого эффекта к нейродинамике.
Показано, что в случае третьего типа хаоса спектральная плотность мощ­
ности фазовых переменных становится более равномерно распределена
по частотам по сравнению со случаем классического диссипативного ха­
оса в системе (8). В приложении к нейродинамике систему (8) можно
рассматривать как ансамбль пластически связанных спайковых нейро­
нов. Если считать, что нейронный осциллятор генерирует одиночный
импульс (потенциал действия, или спайк), когда его фаза пересекает
некоторое значение (например, φ𝑖 = π), то каждому осциллятору соответ­
ствуют определённые спайковые последовательности. Установлено, что
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(а) (б)

Рис. 8. Распределения межспайковых интервалов нейронных осцилля­
торов системы (8): а — диссипативный хаос (β = 1.05); б — смешанная
динамика (β = 1.1). α = 0.24, ε = 0.01, Λ = 44.5, ω1 = 0.985, ω2 = 1,
ω3 = 1.015

они существенно отличаются в случае классического диссипативного ха­
оса и третьего типа хаоса. В случае смешанной динамики распределение
межспайковых интервалов (промежутков времени между спайками) ста­
новится более широким, чем в случае классического хаоса (рис. 8), что
свидетельствует о повышении информационной ёмкости сети. Установ­
ленные свойства нейронного ансамбля (8), проявляющиеся при сочетании
симплексных связей и третьего типа хаоса, могут быть использованы в
различных приложениях.

В разделе 3.4 приводятся выводы по третьей главе.
Изложенные в третьей главе результаты опубликованы в ста­

тье [A19] и тезисах доклада [A16].
Четвёртая глава посвящена исследованию динамики коэволю­

ционной сети неоднородных осцилляторов Курамото с симплексными
связями второго порядка, которую можно считать моделью нейронной
сети со сложным видом пластичных связей, образующих симплексы вто­
рого порядка.

В разделе 4.1 приведено описание модели, имеющей вид{︃
φ̇𝑖 = ω𝑖 +

Λ
𝑁2

∑︀𝑁
𝑗,𝑘=1 κ𝑖𝑗𝑘 sin(φ𝑗 +φ𝑘 − 2φ𝑖),

˙κ𝑖𝑗𝑘 = −ε
(︁
sin(φ𝑗 +φ𝑘 − 2φ𝑖 + β) + κ𝑖𝑗𝑘

)︁
,

(9)

где φ𝑖 — фаза 𝑖-го осциллятора, а коэффициенты κ𝑖𝑗𝑘 отражают влияние
на 𝑖-ый осциллятор со стороны элементов с индексами 𝑗 и 𝑘, входящих в
тот же симплекс. В численных экспериментах распределения начальных
частот ω𝑖, число элементов 𝑁 и начальные условия на фазы выбраны
такими же, как при изучении системы (7), а для весов выполняются
начальные условия κ𝑖𝑗𝑘(0) = 1 для 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘 и κ𝑖𝑗𝑘(0) = 0 в против­
ном случае. Эволюционируют во времени только изначально ненулевые
коэффициенты связи, то есть в сети (9) в симплексы второго порядка
объединяются элементы с различными индексами.
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В разделе 4.2 описываются стационарные режимы системы (9)
(когда ˙κ𝑖𝑗𝑘 = 0). Обнаружено, что в сети (9) реализуются два стационар­
ных режима: синхронный и асинхронный. При этом переход от одного
режима к другому при вариации параметров происходит резко, без проме­
жуточных состояний частичной синхронизации, что отражается в скачке
параметров порядка (рис. 9, а). Область параметров, соответствующая
синхронному режиму, приблизительно совпадает с областью параметров
в случае симплексных связей первого порядка (7).

(а) (б)

Рис. 9. Динамика сети (9) при Λ = 4, ε = 1, η = 0.8: а — зависи­
мость параметров порядка 𝑅1 и 𝑅2 от параметра β, где теоретические
кривые показаны сплошными линиями, а результаты счёта показаны
выколотыми точками; б — зависимость бифуркационных значений двух
осцилляторов сети (9) от времени при β = 4.15, где пунктиром показана
граница усточивости синхронного состояния сети

В разделе 4.3 приведены результаты анализа процесса потери
устойчивости синхронного состояния сети (9), который показал, что в
случае симплексных связей второго порядка этот процесс происходит
иерархически, и потеря устойчивости одного осциллятора приводит к по­
тери устойчивости всей сети — порог устойчивости каждого осциллятора
сети пересекает граничное значение интервала синхронизации (рис. 9, б).

В разделе 4.4 приводятся выводы по четвёртой главе.
Изложенные в четвёртой главе результаты опубликованы в ста­

тье [A17] и тезисах доклада [A18].
В заключении приведены основные результаты работы, которые

заключаются в следующем:
1. Разработаны методы построения инвариантных многообразий

седловых траекторий хаотического аттрактора и хаотического ре­
пеллера и установления их пересечения, методы построения обра­
тимого ядра, методика выделения когерентной части химерного
состояния, методы изучения процесса разрушения синхронного
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режима в коэволюционных ансамблях осцилляторов Курамото с
адаптивными симплексными связями первого и второго поряд­
ков.

2. Выделен класс функций адаптации, соответствующих режиму
синхронизации сетей неоднородных осцилляторов Курамото с
симплексными связями первого и второго порядков. Показано,
что разрушение синхронного режима происходит по-разному для
сетей с различными порядками симплексных связей. Определены
закономерности формирования режимов синхронизации и десин­
хронизации.

3. Показана принципиальная возможность реализации смешанной
динамики в физическом эксперименте. Предложена система с
дискретным временем, на основе которой реализован генера­
тор шумоподобных колебаний в режиме смешанной динамики.
Установлено, что спектральные характеристики его колебаний в
режиме третьего типа хаоса отличаются от характеристик шу­
моподобных колебаний в случае классического диссипативного
хаоса.

4. Установлено, что в случае третьего типа хаоса распределение
межспайковых интервалов элементов нейронного ансамбля с
адаптивными симплексными связями второго порядка стано­
вится существенно более широким по сравнению со случаем
диссипативного хаоса.

5. Показано, что установленные свойства коэволюционных ансам­
блей осцилляторов Курамото с симплексными связями первого и
второго порядков позволяют описать возможные механизмы ря­
да сложных явлений в нейродинамике.
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