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Предисловие 

В настоящий сборник вошли обзорные и оригинальные статьи, напи-
санные по материалам лекций, прочитанных на очередной (семнадцатой) 
научной школе «Нелинейные волны — 2016». Школа проводилась Инсти-
тутом прикладной физики РАН 27 февраля — 4 марта 2016 года. Ее глав-
ной целью было сориентировать молодежь в проводимых в научных цен-
трах нашей страны исследованиях, которые соответствуют наиболее инте-
ресным и перспективным направлениям развития мировой науки в облас-
ти фундаментальной нелинейной физики и ее приложений. 

Тематика школы представила несколько отобранных программным 
комитетом школы срезов исследований нелинейных процессов в физике, 
геофизике, математике, астрономии, биологии, теории информации. Ос-
нову программы составили 6 главных тематических направлений:  

• современные проблемы теории нелинейных колебаний и волн;  
• нелинейные процессы в геофизике;  
• астрофизика и космология;  
• физика экстремальных световых полей и мощных лазеров;  
• нелинейные процессы в нейросистемах;  
• квантовые системы и конденсированные среды. 

Хотя в ряде случаев принадлежность лекции одному из направлений мож-
но было назвать лишь условно. 

Особенностью XVII школы стал выбор удлиненного формата лек-
ций  — полуторачасовых выступлений. Кроме выступлений 31 пригла-
шенного лектора, в программу школы вошло 64 семинара более узкой те-
матики, проведенные как уже состоявшимися учеными, так и молодыми 
специалистами, а также более 100 стендовых докладов молодых ученых. 
В работе школы принимали участие иностранные ученые из Болгарии, 
Германии, Франции, Швеции и Японии. 

Кроме трудов, представленных в настоящем сборнике, на школе были 
прочитаны следующие лекции: К. В. Анохин «Нейроны-хабы и кротовые 
норы в когнитивных сетях мозга», Л. Е. Голуб «Фотогальванические эф-
фекты в полупроводниках и топологических изоляторах», Г. Т. Гурия 
«Нелинейные явления в процессах гидродинамической активации внутри-
сосудистого тромбообразования», А. А. Короновский «Нелинейные фено-
мены в когнитивной деятельности человека, связанной с визуальным вос-
приятием», В. И. Некоркин «Сложные динамические сети», Р. И. Нигма-
тулин «Фокусировка энергии при кавитации. Термоядерные эффекты 
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в углеводородных жидкостях», К. А. Постнов «Обнаружение гравитаци-
онных волн», А. М. Пухов «Взаимодействие лазерного излучения с плот-
ной плазмой: от наноструктур до КЭД-режима», В. А. Семенов «Аномаль-
ная погода в условиях меняющегося климата», А. А. Старобинский «Ис-
следование истории нашей Вселенной до Большого взрыва», А. М. Фей-
гин «Прогностические эмпирические модели сложных систем: метод по-
строения и приложение к исследованию климата», С. В. Янчук «Свойства 
уравнений с запаздыванием и примеры их применения в моделировании 
оптоэлектронных и нейронных систем»; а также Ю. Куртц «Климатиче-
ские сети» (J. Kurths “Climate Networks”) и Ж. Муру «Пути к физике зеп-
тосекунд» (G. Mourou “Routes to Zeptosecond Physics”). 

В феврале 2016 года — в канун проведения школы — было официаль-
но объявлено о первой в истории регистрации гравитационных волн, су-
ществование которых оставалось лишь гипотезой на протяжении 100 лет. 
Сотрудники исследовательской группы из ИПФ РАН и ученые из МГУ 
являются российскими соавторами этого открытия. В объединенной лек-
ции профессор К. А. Постнов и член-корреспондент РАН Е. А. Хазанов 
дали основные понятия теории гравитационных волн, описали устройство 
детектора LIGO, рассказали о проблемах и идеях на пути достижения уни-
кальной точности измерений. 

Специальный лекционный блок был посвящен памяти профессора 
Н. Б. Нарожного. Своими воспоминаниями поделились и прочитали лек-
ции Ж. Муру, С. В. Попруженко, А. М. Пухов, А. А. Старобинский. 

В подготовке сборника принимали участие сотрудники ИПФ РАН 
М. Р. Волков, А. Г. Вяткин, И. Ю. Костюков, Вл. В. Кочаровский, В. В. Ку-
рин, Е. А. Мареев, В. И. Некоркин, Е. А. Перевезенцев, А. В. Старобор, 
А. М. Фейгин, Е. А. Хазанов, А. И. Яковлев, Е. И. Якубович. 

Выражаем признательность всем лекторам школы и авторам за пре-
доставленные для сборника материалы. 

 
 

А. М. Сергеев, А. В. Слюняев 
 
 
 
 

Сайт: www.nonlinearwaves.sci-nnov.ru 
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ОБНАРУЖЕНИЕ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН. 
ВКЛАД ИПФ РАН 

Е. А. Хазанов 
Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 

Введение 
Проект LIGO (Laser Interferometer for Gravitation Wave Observatory) 

стартовал 25 лет назад [1]. В США было построено два детектора, которые 
введены в строй в 2002 году в городах Ливингстон, штат Луизиана, и 
Ханфорд, штат Вашингтон, и к 2007 году достигли проектных параметров. 
Эта так называемая начальная версия LIGO работала до 2010 года, однако 
обнаружить сигнал гравитационной волны так и не удалось. Следующие 
несколько лет ушли на обновление детекторов, что включало в себя заме-
ну системы сейсмической изоляции, системы подвеса зеркал, лазера, 
входной оптики, фотодетектора и т. д. В 2015 году на запланированный 
уровень чувствительности (в несколько раз лучше, чем у начальной вер-
сии) была выведена так называемая промежуточная версия детекторов. 
В результате 14 сентября 2015 года был зарегистрирован сигнал гравита-
ционной волны, пришедший от слияния двух черных дыр, которое про-
изошло 1,3 миллиарда лет назад [2].  

В основе детектора LIGO лежит интерферометр Майкельсона с дли-
ной плеча 4 км. Согласно общей теории относительности Эйнштейна, при 
прохождении гравитационной волны через детектор расстояние между 
зеркалами изменится на чрезвычайно малую величину. Достигнутая чув-
ствительность позволяет обнаружить изменение длины плеч меньше, чем 
на одну десятитысячную диаметра протона (10–19 м). Физические пробле-
мы, которые были решены для достижения столь фантастической чувст-
вительности, обсуждаются в первой части этой статьи. 

Институт прикладной физики Российской академии наук (ИПФ РАН) 
вступил в проект LIGO в 1997 году и активно работает в ней до настояще-
го времени. За этот период ученые ИПФ РАН выполнили целый ряд науч-
ных исследований: создание широкоапертурного интерферометра белого 
света для входного контроля зеркал LIGO, создание интерферометра бело-
го света для дистанционного контроля зеркал, контроль искажений волно-
вого фронта с помощью эффекта самофокусировки, дистанционный кон-
троль качества поверхности зеркал LIGO с помощью обращения волново-
го фронта, обнаружение загрязнений поверхности зеркал с помощью гене-
рации второй гармоники при отражении от поверхности, активное управ-
ление тепловой линзой зеркал LIGO с помощью нагрева излучением 
вспомогательного СО2-лазера, поиск новых лазерных сред для лазера де-
тектора гравитационных волн следующего поколения и др. Сотрудники 
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института участвовали как в создании детекторов гравитационных волн, 
так и в проведении измерений. 

Наиболее существенным вкладом ИПФ РАН в LIGO является изобре-
тение уникальных оптических изоляторов (изоляторов Фарадея), рабо-
тающих при большой мощности лазерного излучения. Изолятор Фара-
дея — один из ключевых оптических элементов, обеспечивающий оптиче-
скую развязку между лазером и интерферометром для детектирования 
гравитационных волн. Поглощение излучения в магнитоактивной среде 
изолятора неизбежно приводит к ее нагреву и термонаведенным поляри-
зационным и фазовым искажениям лазерного пучка. Такое самовоздейст-
вие ограничивает использование изоляторов Фарадея в лазерах с высокой 
средней мощностью.  

Сотрудники ИПФ РАН впервые поняли причину, из-за которой пара-
метры стандартных изоляторов резко ухудшались при увеличении мощно-
сти излучения; предложили способы уменьшить эти паразитные эффекты; 
экспериментально продемонстрировали уникальные параметры созданно-
го прототипа; провели его испытания в LIGO и, наконец, изготовили и 
установили изоляторы на оба детектора LIGO. Изоляторы успешно рабо-
тают и по сей день. Во второй части статьи приведен анализ всех искаже-
ний лазерного пучка с точки зрения ухудшения параметров изолятора, 
определены механизмы и ключевые физические величины, отвечающие за 
различные виды искажений, описаны методы компенсации и подавления 
паразитных тепловых эффектов. 

1. Лазерный интерферометр 
как детектор гравитационных волн 

Идея использовать лазерный интерферометр для обнаружения (детекти-
рования) гравитационных волн впервые была предложена М. Е. Герцен-
штейном и В. И. Пустовойтом еще в 1962 году [3]. В этой пионерской ра-
боте была показана принципиальная возможность интерферометра Май-
кельсона детектировать гравитационные волны, а также предложено ис-
пользовать для «запитки» интерферометра лазер — всего через два года 
после создания Т. Мейманом первого лазера [4]. Однако принципиальная 
возможность долгие годы оставалась лишь принципиальной, поскольку 
существующие в то время технологии не позволяли даже близко подойти 
к необходимой чувствительности детектора — относительное изменение 
длины 10–23. При длине плеча интерферометра 4 км абсолютное изменение 
длины, которое необходимо измерить, составляет порядка 10–19 м. Уро-
вень шумов, прежде всего сейсмических и оптических, превышал эту 
цифру на много порядков. 

Перевести разговор в практическую плоскость позволили две ключе-
вые идеи.  
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Во-первых, был найден способ на несколько порядков повысить сиг-
нал, увеличив эффективную длину плеч интерферометра Майкельсона, 
сохранив их физическую длину равной 4 км. Идея заключается в том, что-
бы заставить свет многократно проходить путь от светоделителя до зерка-
ла интерферометра и лишь после этого возвращаться на светоделитель и 
далее на фотоприемник. Использование многократных переотражений 
между дополнительными зеркалами, как это часто делается в оптических 
линиях задержки, наткнулось на ряд непреодолимых трудностей. Однако 
на помощь пришла идея использовать в каждом из плеч интерферометра 
Майкельсона высокодобротный интерферометр Фабри — Перо с длиной 
4 км (рис. 1). Этот интерферометр, будучи настроенным в резонанс с дли-
ной волны лазера, накапливает в себе оптическую мощность примерно на 
два порядка большую, чем мощность, попадающая в плечо интерферомет-
ра Майкельсона. В результате фотон, попавший внутрь интерферометра 
Фабри — Перо, прежде чем вернуться обратно к светоделителю, примерно 
сто раз пробегает между зеркалами интерферометра Фабри — Перо, т. е. 
проходит путь не 8 км (4 км туда и 4 км обратно), а 800 км. Таким обра-
зом, сигнал возрастает на два порядка. Этот же прием используется еще раз 
с помощью так называемого рециркуляционного зеркала (power recycling 
mirror) с коэффициентом отражения около 97 %. Дело в том, что фотопри-
емник располагается в темном порту интерферометра Майкельсона, т. е. вся 
лазерная мощность (за вычетом технических потерь) направляется обратно 
в сторону лазера. Другими словами, весь интерферометр Майкельсона рабо-
тает как одно стопроцентное зеркало и в сочетании с рециркуляционным  
 

 
Рис. 1. Схема интерферометра детектора гравитационных волн LIGO 
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зеркалом образует еще один высокодобротный интерферометр Фабри —
Перо, в котором запасается мощность примерно в 50 раз большая, чем 
мощность, падающая на интерферометр со стороны лазера. Таким обра-
зом, сигнал возрастает еще почти на два порядка. И наконец, аналогичную 
работу выполняет рециркуляционное зеркало (signal recycling mirror), рас-
положенное перед фотоприемником. Заметим, что расплатой за это увели-
чение сигнала является не только многократно возросшая сложность юс-
тировки и управления детектором, но и соответствующее увеличение 
мощности излучения и связанные с этим паразитные тепловые эффекты, 
рассказу о борьбе с которыми можно посвятить не одну статью. 

Во-вторых, радикально понизить сейсмические шумы позволила идея 
использовать не жестко закрепленные, а свободно подвешенные на тонких 
нитях зеркала. Такая конструкция обеспечивает низкие резонансные час-
тоты (около 1 Гц) механических колебаний зеркал и одновременно высо-
кую добротность этих колебаний (время затухания составляет несколько 
лет). Столь узкий резонанс делает систему чрезвычайно мало восприим-
чивой к воздействию внешних сил на частотах в диапазоне предполагае-
мого сигнала гравитационных волн (100—1000 Гц), поскольку эти часто-
ты очень далеки от резонанса. Таким образом, данная конструкция, допус-
кая гигантские (на десять порядков больше) сейсмические шумы на часто-
тах несколько герц, обеспечивает в нужном диапазоне частот шумы ниже 
уровня 10–23. Такая парадигма — не демпфирование колебаний на основ-
ных модах, а, наоборот, максимальное увеличение их добротности и плюс 
(по возможности) вынесение резонансов как можно дальше от рабочего 
диапазона детектора 100—1000 Гц — широко используется в LIGO для 
подавления и других видов шума. 

Сейсмические шумы далеко не единственный вид шумов. Можно сме-
ло сказать, что вся история LIGO — это история борьбы с шумами. На 
рисунке 2 основные виды шумов показаны схематично. Чрезвычайно важ-
ны тепловые шумы самих зеркал и нитей подвеса. Эти шумы являются 
фундаментальными и не равны нулю при ненулевой температуре (LIGO 
работает при комнатной температуре). Фактически речь идет о тепловых 
флуктуациях толщины зеркал и длины нитей подвеса. Для борьбы с этими 
шумами толщина нитей подвеса выбрана минимальной — только чтобы 
нити выдержали вес зеркал. Кроме того, используемые изначально сталь-
ные нити были заменены на менее «шумные» кварцевые волокна. С целью 
увеличения добротности колебаний формы зеркал их боковая поверхность 
отполирована с оптическим качеством. Для работы интерферометра, ра-
зумеется, качество боковой поверхности вообще не важно. 

Чрезвычайно важна вакуумная система LIGO, обеспечивающая оста-
точное давление 10–9

 Торр 24 часа в сутки в огромном объеме (диаметр 
1,24 м, длина 8 км). Такой глубокий вакуум необходим для подавления шу-
мов, связанных с отличием от единицы показателя преломления газа. 
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Рис. 2. Основные шумы детектора гравитационных волн 

 
До начала строительства 4-километровых интерферометров LIGO в Кали-
форнийском технологическом институте был построен 40-метровый про-
тотип, на котором отрабатывались все идеи. Для работы прототипа вполне 
достаточно было вакуумной трубы диаметром несколько сантиметров, 
однако была изготовлена вакуумная труба диаметром 1,24 м, чтобы дока-
зать, что технически возможно создать и круглосуточно поддерживать 
столь глубокий вакуум в таких больших объемах. В интерферометрах 
LIGO через каждые 20 м расположены круглосуточно работающие ваку-
умные насосы.  

Удивительно, что даже давление света на зеркала приводит к увеличе-
нию шума интерферометра, несмотря на то что масса зеркал 40 кг. Более 
традиционны для оптических измерений дробовой шум фотоприемника, 
шумы электроники и, разумеется, шумы, связанные с флуктуациями дли-
ны волны, мощности и направления волнового вектора лазера. Уникален 
чрезвычайно низкий уровень этих шумов, чего удалось добиться ценой 
кропотливой многолетней работы большого количества ученых из разных 
стран. Для примера укажем, что относительное изменение мощности лазе-
ра составляет порядка 10–9. 

В заключение этого раздела ответим на два важных концептуальных 
вопроса. Первый: представляет ли физический смысл измерение расстоя-
ния с точностью 10–19 м между двумя зеркалами, поверхности которых 
имеют шероховатость порядка 10–10 м? Ответ на вопрос, поставленный в 
таком провокационном виде, — нет, не имеет. Однако интерферометр из-
меряет не расстояние, а изменение расстояния во времени. Это в корне 
меняет дело. Для измерения изменения расстояния между двумя поверх-
ностями характерные масштабы их формы не столь важны, лишь бы сама 
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форма не менялась. Второй вопрос касается непосредственно способа из-
мерения. Реальная фаза волны, отраженной от зеркала, меняется в преде-
лах поперечного сечения на 10–10 м. Интерферометр измеряет разность фаз 
двух оптических волн, пришедших на светоделитель. Эта разность фаз 
(как и фазы обеих волн) одинакова для всего поперечного сечения пучка. 
Как можно, измерив изменения этой средней фазы, говорить об измерении 
расстояния до отражающей поверхности с точностью 10–19м? Ответ можно 
получить, воспользовавшись принципом суперпозиции. Отраженную от 
неидеальной поверхности волну, фаза которой действительно флуктуиру-
ет в поперечном сечении, можно разложить на идеальный гауссов пучок, 
отраженный от идеальной поверхности, плюс остальное поле в виде сум-
мы высоких пространственных мод, каждая из которых имеет свою ам-
плитуду и фазу. Однако при распространении от зеркала до фотоприемни-
ка высокие пространственные моды из-за их большой расходимости про-
сто не попадают на фотодетектор: они фильтруются как самим интерфе-
рометром Майкельсона, так и специальной «чистящей» оптикой, распо-
ложенной перед фотодетектором (на рис. 1 не показана). Таким образом, 
фотодетектор «видит» только волну, отраженную от виртуальной идеаль-
но гладкой поверхности, а ее неидеальность приводит лишь к (незначи-
тельным) потерям мощности. В результате интерферометр измеряет изме-
нение расстояния между двумя виртуальными идеальными плоскостями, 
однако эти плоскости жестко привязаны к реальным шероховатым по-
верхностям двух зеркал. 

2. Изоляторы Фарадея 
для лазеров с большой средней мощностью 

2.1. Тепловые эффекты в изоляторах Фарадея 
С момента создания первого лазера и по настоящее время одним из 

важнейших направлений развития физики лазеров является увеличение 
средней мощности излучения. Уже в 1960-х годах встала проблема пара-
зитных тепловых эффектов в активных элементах лазеров, особенно твер-
дотельных. При ламповой накачке мощность тепловыделения может пре-
вышать (иногда существенно) мощность излучения лазера. Это приводит к 
четырем паразитным эффектам: увеличению средней по объему темпера-
туры, механическому разрушению из-за термонаведенных напряжений, 
тепловой линзе и двулучепреломлению. Как правило, разрушение проис-
ходит при мощности тепловыделения существенно больше той, при кото-
рой появляются сильные фазовые и поляризационные искажения: тепло-
вая линза и термонаведенная деполяризация. Тепловая линза вызывается 
зависимостью длины от температуры (линейное расширение), зависимо-
стью показателя преломления от температуры (dn/dT-эффект) и зависимо-
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стью показателя преломления от деформаций (фотоупругий эффект). Де-
поляризация происходит из-за двулучепреломления, вызванного фотоуп-
ругим эффектом, в результате которого в исходно изотропной среде появ-
ляются термонаведенные собственные поляризации. Их направление и 
разность фаз (величина двулучепреломления) зависят от поперечных ко-
ординат. В результате излучение после прохождения образца становится 
деполяризованным.  

Под деполяризованным излучением здесь мы понимаем излучение, у 
которого поляризация постоянна во времени, но изменяется от точки к 
точке поперечного сечения. Деполяризованное излучение описывается 
комплексной амплитудой электрического поля, которая является ком-
плексной векторной функцией поперечных координат. Квадрат модуля 
комплексной амплитуды определяет интенсивность излучения так же, как 
и для поляризованного излучения. Однако деполяризованное излучение 
нельзя характеризовать фазой (и, соответственно, волновым фронтом), так 
как для комплексного вектора нельзя ввести понятие фазы.  

Первые работы по термонаведенной деполяризации начались еще в 
1960-е годы [5]. Интенсивное исследование тепловых эффектов в актив-
ных элементах лазеров в 1970-х годах привело к появлению нового на-
правления физики лазеров — термооптики твердотельных лазеров [6]. 
В эти же годы были предложены наиболее популярные до сих пор оптиче-
ские схемы компенсации деполяризации: два идентичных активных эле-
мента и 90-градусный вращатель поляризации, расположенный между 
ними [7], а также активный элемент, 45-градусный вращатель Фарадея и 
зеркало [8].  

С увеличением средней мощности лазеров актуальными стали самона-
веденные тепловые эффекты, вызванные поглощением не накачки, а соб-
ственно лазерного излучения. Коэффициент поглощения α в так называе-
мых прозрачных диэлектриках составляет величину от 10–6 до 10−2 см−1. 
Длина оптических элементов L меняется от миллиметров до сантиметров, 
т. е. мощность тепловыделения может составлять от ничтожных долей до 
единиц процентов от мощности лазерного излучения. Пик исследований 
самонаведенных тепловых эффектов пришелся на 1980-е и 1990-е годы. 
Были исследованы поляризационные и фазовые искажения, в том числе с 
учетом формы пучка и условий охлаждения. Изучалось влияние поглоще-
ния на выходные окна лазеров, зеркала, электрооптические модуляторы, а 
также удвоители частоты и другие нелинейно-оптические элементы. 

Особняком в этом ряду стоят изоляторы Фарадея (ИФ) [9], которые 
являются одним из ключевых элементов мощного лазера, обеспечивая 
оптическую развязку либо между отдельными частями лазера (как прави-
ло, между задающим генератором и мощным усилителем), либо, как 
в LIGO, между собственно лазером и объектом, на который направляется 
лазерный пучок, — рециркуляционным зеркалом (power recycling mirror) 
(на рис. 1 ИФ не показан). 
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Рис. 3. Традиционный изолятор Фарадея: 1, 4 — поляризаторы; 2 — пластинка λ/2; 
3 — фарадеевский элемент (угол поворота 45°) 

 
На рисунке 3 представлена схема ИФ, в основе которого находящаяся 

в магнитном поле B магнитоактивная среда — фарадеевский элемент 
(ФЭ). Эффект Фарадея [10] приводит к возникновению в ФЭ циркулярно-
го двулучепреломления, в результате которого плоскость поляризации 
лазерного излучения поворачивается на угол 

( )
0

L
V B z dzΦ =  ,   (1) 

где V — постоянная Верде, L — длина ФЭ. Из-за невзаимности эффекта 
Фарадея при Φ = 45° после прямого прохода (слева направо) пучок сохра-
няет горизонтальную (в плоскости рисунка) поляризацию и проходит че-
рез поляризатор 4, а на обратном проходе меняет ее на вертикальную и в 
идеальном случае полностью отражается поляризатором 1. Деполяризо-
ванное излучение проходит через поляризатор 1, и его долю 

0

depP

P
γ =     (2) 

будем называть неразвязкой ИФ. Здесь P0 и Pdep — полная мощность и 
мощность излучения, прошедшего через поляризатор 1. Неразвязка, вы-
раженная в децибелах, I = –10 log γ, называется степенью изоляции и яв-
ляется основной характеристикой ИФ. Обычно достаточной считается 
I = 30—40 дБ. Вклад в неразвязку γ вносят поперечная неоднородность 
магнитного поля, неточность юстировки и контраст поляризаторов, не 
связанное с нагревом «холодное» двулучепреломление, а также тепловые 
эффекты. 

Поглощение излучения в ФЭ, кроме увеличения средней по объему 
температуры, приводит к неоднородному по поперечному сечению рас-
пределению температуры, что дает три физических механизма воздейст-
вия на лазерное излучение: 

1) искажение волнового фронта (тепловая линза), вызванное зависи-
мостью изотропной части показателя преломления от температуры и ме-
ханических напряжений, а также тепловым расширением;  
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2) неоднородное распределение угла поворота плоскости поляризации 
Φ, вызванное зависимостью постоянной Верде от температуры, а также 
тепловым расширением; 

3) появление одновременно с циркулярным (эффект Фарадея) линей-
ного двулучепреломления вследствие механических напряжений из-за 
градиента температуры (фотоупругий эффект). 

Первый механизм не вызывает никаких поляризационных изменений в 
лазерном излучении и, следовательно, не влияет на неразвязку и степень 
изоляции. Последние два механизма, напротив, уменьшают степень изо-
ляции. Температурная зависимость постоянной Верде и тепловое расши-
рение приводят к изменению разности фаз между собственными поляри-
зациями, которые при этом остаются циркулярными. Фотоупругий эффект 
влечет за собой не только изменение разности фаз между собственными 
поляризациями, но и изменение самих собственных поляризаций, которые 
становятся в этом случае эллиптическими.  

С точки зрения деполяризации излучения ИФ имеют несколько 
важных отличий от всех ранее упомянутых оптических элементов. Во-
первых, термонаведенное двулучепреломление появляется на фоне цирку-
лярного двулучепреломления. Во-вторых, требования, предъявляемые 
к деполяризации в ИФ, значительно жестче: например, деполяризация 
γ = 1 %, вполне допустимая в большинстве других элементов, в ИФ при-
водит к степени изоляции 20 дБ, что, как правило, неудовлетворительно. 
В-третьих, относительно высокое поглощение в магнитоактивных средах 
α ≈ (1÷3)⋅10−3 см−1 и большая длина ФЭ L ≈ (1÷3) см приводят к большой 
мощности тепловыделения — не менее 0,1 % от мощности лазерного из-
лучения. 

Тепловая линза в ИФ впервые наблюдалась в работах [11, 12]. Первые 
исследования деполяризации в ИФ были инициированы именно проектом 
LIGO в 1998 году [13], что связано не только с большой мощностью излу-
чения, но и с высокими требованиями ко всем характеристикам ИФ. 
В течение нескольких лет были проведены первые систематические ис-
следования как самих тепловых эффектов, так и методов их компенсации 
и подавления [14—24]. Эти результаты легли в основу термооптики маг-
нитоактивных сред, которая бурно развивалась в 2000-е годы и развивает-
ся в настоящее время [25].  

Tермонаведенные искажения в ИФ характеризуются следующими па-
раметрами. Во-первых и в главных, неразвязкой γ — величиной обратной 
степени изоляции ИФ, которая состоит из двух слагаемых: γp  и γv, обу-
словленных фотоупругим эффектом и зависимостью V(T)  соответственно. 
Во-вторых, поляризационными потерями мощности на прямом проходе 
через ИФ γ1 (слева направо на рис. 3). В-третьих, амплитудно-фазовыми 
искажениями пучка на прямом проходе, которые состоят из анизотропных 
потерь γa, обусловленных фотоупругим эффектом, и изотропных потерь 
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из-за зависимости показателя преломления от температуры и изотропной 
части фотоупругого эффекта. В зависимости от приложений изотропные 
искажения удобно характеризовать уменьшением интеграла перекрытия 
γi, уменьшением числа Штреля γs или увеличением параметра M 2  γM. Вы-
ражения для всех γ приведены в работе [25]. Заметим, что γ1, γa и γi очень 
важны именно для детекторов гравитационных волн. 

Поглощение излучения в магнитоактивной среде имеет три механизма 
воздействия на лазерное излучение: деполяризацию из-за фотоупругого 
эффекта, деполяризацию вследствие зависимости постоянной Верде от 
температуры V(T)  и тепловую линзу. Эти три эффекта полностью опреде-
ляются тремя параметрами: p, pv и pi, имеющими смысл безразмерной 
мощности лазерного излучения P0, а также параметром оптической анизо-
тропии ξ: 

0 ,
L Q

p P
α= λ κ    0

1
,

8v

dV
p P

V dT
α= κ     0 ,i

L P
p P

α= λ κ          (3) 

44

11 12

πξ = π − π ,     (4) 

где Q, P — термооптические постоянные [6], κ — теплопроводность, πij — 
элементы пьезооптического тензора.  

Параметры p, pv и pi определяются длиной волны λ, длиной фарадеев-
ского элемента L, которая при заданной величине магнитного поля B об-
ратно пропорциональна V (1), и характеристиками магнитоактивной сре-
ды. Таким образом, при заданных B и λ тепловые эффекты определяются 
только материальными константами среды. Следовательно, для сравнения 
различных сред, а также для сравнения различных тепловых эффектов 
между собой удобно ввести [25] три критические мощности: Pкр, Pкр,v и 
Pкр, i, т. е. мощности лазерного излучения, при которых параметры тради-
ционного ИФ достигают определенных критических значений, а именно: 
степень изоляции 30 дБ и изотропные потери 10 % после компенсации 
параболической фазы. Чем больше критическая мощность, тем лучше сре-
да. Как правило, Pкр << Pкр,v. Это означает, что γv << γp и температурной 
зависимостью постоянной Верде можно пренебречь. Исключение состав-
ляют криогенные ИФ [26] и кристалл TSAG [27] с ориентацией [001]. 

2.2. Компенсация деполяризации 

Под компенсацией самонаведенных тепловых искажений мы понима-
ем их уменьшение с помощью ИФ с более сложными оптическими схема-
ми, чем приведенная на рис. 3. Основная идея заключается в использова-
нии двух оптических элементов, искажения пучка в которых компенсиру-
ют друг друга — накапливаются в одном и вычитаются в другом. Хорошо 
известно, что 90-градусный вращатель поляризации, расположенный меж-
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ду двумя любыми одинаковыми фазовыми пластинками с линейными соб-
ственными поляризациями, приводит к полной компенсации деполяриза-
ции [7]. При наличии в пластинках также и циркулярного двулучепрелом-
ления это справедливо, только если оно имеет в фазовых пластинках раз-
ный знак. Для создания ИФ такое неприемлемо, так как при этом пропа-
дают невзаимные свойства изолятора. В работе [14] предложено заменить 
один 45°-й ФЭ на два 22,5°-х и пластинку λ/2 (рис. 4, а) или 67,5°-й взаим-
ный вращатель (ВВ) поляризации (рис. 4, б) между ними. Будем называть 
эти новые изоляторы ИФ с λ/2 и ИФ с ВВ. Последние используются в де-
текторах гравитационных волн LIGO и VIRGO [28—30]. 

 

 
Рис. 4. ИФ с пластинкой λ/2 (a), ИФ с ВВ (б), ИФ с ПЭ (в): 1, 4 — поляризаторы; 
2 — пластинки λ/2; 3 — ФЭ (45°); 5 — ФЭ (22,5°); 6 — взаимный вращатель поля-
ризации (67,5°); 7 — поглощающий оптический элемент 

 
Интерес представляет также возможность использовать для компенса-

ции деполяризации оптический элемент, расположенный вне магнитной 
системы традиционного ИФ. Идея заключается в создании фазовой пла-
стинки, в которой бы вычитались все фазовые набеги, приобретенные пуч-
ком в ФЭ. Для этого фазовая пластинка должна иметь такое же, как и ФЭ, 
поперечное распределение собственных поляризаций и такое же по ампли-
туде, но противоположное по знаку поперечное распределение разности 
фаз. В работе [31] предложен изображенный на рис. 4, в изолятор Фарадея, 

а 

б 

в 
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где роль такой пластинки играет 67,5°-й вращатель поляризации и погло-
щающий излучение оптический элемент (ПЭ), в котором возникает термо-
наведенное двулучепреломление. Такой изолятор будем называть ИФ с ПЭ. 

Эффективность компенсации деполяризации в ИФ с λ/2 и в ИФ с ВВ 
впервые проверена экспериментально для ФЭ из стекла в работе [16], где 
было подтверждено предсказание теории о том, что именно фотоупругий 
эффект определяет степень изоляции при большой средней мощности из-
лучения. Для лазеров с высокой средней мощностью наиболее актуальны-
ми являются не магнитоактивные стекла, а кристалл TGG, для которого 
также в 2000 году было получено экспериментальное подтверждение эф-
фективности ИФ с ВВ [19]. ИФ с ПЭ был впервые реализован в работе 
[31], где при мощности 330 Вт продемонстрировано уменьшение γ в 36 раз 
по сравнению с традиционным ИФ.  

ИФ с ВВ и ИФ с ПЭ были исследованы во многих работах при мощ-
ности лазерного излучения вплоть до 1,5 кВт. На рисунке 5 приведены 
результаты экспериментов с мощностью более 1 кВт [32]. При малой 
 

 
Мощность лазера P0, Вт 

 
Рис. 5. Зависимость неразвязки от мощности излучения P0 [32]: традиционного 
ИФ γp (кружки), ИФ с ВВ γR (квадраты — ВВ 67,5°, звездочки — ВВ 73°) и ИФ 
с ПЭ γA (ромбы) 
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мощности γ определяется «холодной» деполяризацией ФЭ, контрастом 
используемых поляризаторов и неоднородностью магнитного поля, а при 
увеличении мощности γ растет, стремясь к теоретическим зависимостям, 
изображенным сплошными линиями.  

Выше мы пренебрегали увеличением средней температуры ФЭ, так как 
единственное негативное следствие этого — уменьшение угла поворота 
поляризации из-за зависимости V(T). Чтобы уменьшить нагрев ФЭ, необхо-
дим хороший тепловой контакт, а при очень большой мощности требуется 
активное охлаждение водой или элементом Пельтье. Следует заметить, что 
в детекторах гравитационных волн ИФ расположены в вакууме и проблема 
увеличения средней температуры стоит весьма остро [28—30]. 

2.3. Компенсация тепловой линзы 
Распределение температуры в оптическом элементе, а следовательно, 

и фазы аберрированного лазерного пучка близко к параболическому. Зна-
чительную часть фазовых искажений можно компенсировать при помощи 
обычной (параболической) линзы или телескопа, который вносит в волно-
вой фронт дополнительную кривизну [18]. Этот способ компенсации на-
зывают телескопным. Альтернативный способ — адаптивный — заключа-
ется в следующем. Перед поляризатором 1 (см. рис. 3) располагается по-
глощающий элемент, параметры которого выбираются таким образом, 
чтобы тепловая линза имела ту же амплитуду и форму, что и в ИФ, но бы-
ла при этом отрицательной (у большинства магнитоактивных материалов 
она положительна). Адаптивный способ имеет два несомненных и чрез-
вычайно важных для детекторов гравитационных волн преимущества: 
нет необходимости юстировки при изменении мощности лазера и более 
высокая точность компенсации. Благодаря этим преимуществам именно 
этот способ был применен в интерферометре LIGO [29, 30]. В качестве 
поглощающего элемента использовался кристалл DKDP (дейтерирован-
ный дигидрофосфат калия). Двумерные распределения фазы, полученные 
в работе [33] с использованием DKDP толщиной 5,5 мм, показаны на рис. 6. 

 
а б в 

 
 

Рис. 6. Измеренные пространственные распределения набега фазы пучка после ИФ 
(а), DKDP (б), ИФ и DKDP (в) [33] 
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Экспериментально продемонстрировано, что при мощности излучения 
45 Вт термонаведенные потери в гауссовом пучке γi уменьшились с 26 
до 0,5 %.  

2.4. Подавление тепловых эффектов в изоляторах Фарадея 

Под подавлением искажений мы понимаем их уменьшение при сохра-
нении схемы ИФ, изображенной на рис. 3. Наиболее радикальным мето-
дом представляется охлаждение ИФ до температуры кипения жидкого 
азота, что в разы улучшает многие ключевые характеристики кристалла 
тербий-галлиевого граната — до недавнего времени единственного кри-
сталла, используемого в ИФ для лазеров с большой средней мощностью 
на длине волны λ = 1 мкм. В последние годы появилось много реальных 
альтернатив ему. Подавляют тепловые эффекты также увеличение маг-
нитного поля и использование нестержневой геометрии отвода тепла от 
ФЭ. Представленные методы компенсации и подавления тепловых эффек-
тов в ИФ могут применяться в различных сочетаниях друг с другом. Под-
робный обзор методов подавления тепловых искажений в ИФ можно най-
ти в обзоре [25]. 

Заключение 
Проект LIGO послужил толчком к развитию целого ряда технологий, 

используемых в настоящее время для решения научных и технических 
задач, никак не связанных с гравитационными волнами. Это касается ла-
зерных, оптических, вакуумных, тепловых, механических и компьютер-
ных технологий. Один из примеров — ИФ для лазеров с высокой средней 
мощностью (рис. 7), параметры которых в настоящее время обогнали тре-
бования к изоляторам Фарадея для детекторов гравитационных волн, изо-
браженным на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 7. Критическая мощность ИФ 
(мощность, при которой степень изоляции 30 дБ) [25] 
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Рис. 8. Изоляторы Фарадея 
для детекторов гравитационных волн LIGO (а), VIRGO (б), GEO (в) 
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НЕЛИНЕЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
В МОЩНЫХ ФЕМТОСЕКУНДНЫХ 

ЛАЗЕРНЫХ СИСТЕМАХ 

В. Е. Яшин  
Государственный оптический институт им. С. И. Вавилова, г. Санкт-Петербург 

Введение 
Одна из фундаментальных задач лазерной физики — получать лазер-

ные импульсы с предельными параметрами, позволяющими максимально 
концентрировать мультитераваттную мощность излучения в малых объе-
мах вещества. При этом оказывается возможно изучить целый ряд прин-
ципиально новых физических явлений, протекающих при взаимодействии 
излучения с веществом (см., например, [1—3]). Такие лазеры широко 
применяются как в фундаментальных и прикладных научных исследова-
ниях, так и для решения особо значимых конкретных проблем.  

Одним из основных параметров лазеров с высокой пиковой мощно-
стью излучения, определяющих возможность ее концентрации, является 
яркость излучения, которая прямо связана с интенсивностью (плотностью 
мощности) излучения, достижимой при его фокусировке или передаче на 
большие расстояния. Максимальная интенсивность излучения при его 
фокусировке идеальным объективом или зеркалом с фокусным расстояни-
ем F, Iϕ = BωS/F 2 , пропорциональна площади апертуры пучка S и яркости 
излучения Bϕ:  

2

4

p

W
B

St
ϕ =

π ϕ
, 

где W — общая энергия, ϕ — угловая расходимость лазерного излучения, 
tp — длительность импульса. 

Как видно из приведенного соотношения, для получения максималь-
ного уровня интенсивности необходимы два условия: генерация импуль-
сов малой длительности и их жесткая фокусировка в малые объемы, т. е. 
достижение предельной яркости излучения. Этому препятствует целый 
ряд линейных и нелинейных оптических эффектов, возникающих при 
усилении, распространении и фокусировке сверхкоротких лазерных им-
пульсов. Поэтому при создании лазеров с предельной яркостью излучения 
ключевое значение имели изучение этих эффектов и разработка методов 
их подавления, которые и будут рассмотрены ниже. 

1. Активные лазерные среды фемтосекундных лазеров 
Существует большое количество газовых, жидкостных и твердотель-

ных лазерных сред, на которых создано также огромное количество лазе-
ров различного применения. Вместе с тем число лазерных сред, исполь-
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зуемых для создания лазеров с высокой пиковой мощностью излучения, 
весьма ограниченно (их можно пересчитать буквально по пальцам одной 
руки), что связано со специфическими требованиями, предъявляемыми к 
таким средам. Одним из главных требований является возможность запа-
сать большое количество энергии в больших объемах оптически качест-
венной активной среды на достаточно долгое время. Другое требование, 
более подробно рассмотренное ниже, связано в идеале с отсутствием не-
желательных эффектов (или с возможностью их подавления), которые бы 
препятствовали энергосъему с активной среды и (или) существенно огра-
ничивали пиковую мощность излучения. И наконец, поскольку пиковая 
мощность излучения напрямую связана с возможностью генерации и уси-
ления коротких и сверхкоротких импульсов. Активные лазерные среды 
при подходе, основанном на прямом усилении таких импульсов (о другом 
подходе будет сказано ниже), должны обладать широкой полосой усиле-
ния (люминесценции). 

Многочисленные исследования и разработки, ведущиеся во всем мире 
уже более 50 лет, показали, что по комплексу этих параметров наиболее 
оптимальными для лазеров со сверхкороткой длительностью импульса 
являются твердотельные активные среды на основе кристаллов и стекол. 
Так, для лазерных систем с относительно низкой частотой следования им-
пульсов это неодимовое или иттербиевое стекло, а для лазерных систем с 
высокой средней мощностью — кристаллические активные среды [3, 4]. 
Особый класс мощных фемтосекундных лазеров составляют системы, осно-
ванные на параметрическом усилении световых пучков в кристаллах [3].  

Рассмотрим далее кратко основные эффекты, ограничивающие пико-
вую мощность в лазерных системах, имея в виду в основном твердотель-
ные лазеры. 

2. Эффекты, ограничивающие мощность и яркость излучения 
Как было выяснено в многочисленных исследованиях, среди всего 

разнообразия нелинейных явлений только три эффекта оказывают наи-
большее ограничивающее влияние на мощность и энергию излучения в 
лазерных системах. Это оптический пробой, самофокусировка и вынуж-
денное рассеяние Мандельштама — Бриллюэна [4].  

2.1. Оптический пробой 
Для твердотельных лазеров, работающих в видимом и ближнем ин-

фракрасном диапазонах спектра, оптический пробой для импульсов дли-
тельностью более нескольких пикосекунд обусловлен тепловым механиз-
мом, т. е. поглощением энергии излучения малыми включениями в объеме 
или на поверхности материала, их разогревом до высоких температур с 
последующим плавлением и испарением материала, приводящим к разру-
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шению. Этот механизм характеризуется степенной зависимостью макси-
мальной плотности энергии от длительности импульса: 

( )n
th pW A t≈ , 

где W измеряется в джоулях на сантиметр в квадрате, а t — в наносекун-
дах. Для проведения оценок можно считать, что n ≈ 0,5. Постоянная A за-
висит от типа материала и включений, а также от формы импульса [5, 6]. 
Для надежной работы лазера рабочая плотность энергии выбирается, есте-
ственно, существенно меньше порога разрушения и зависит от возможной 
величины модуляции интенсивности в пучке, т. е. в конечном счете от так 
называемого коэффициента заполнения апертуры: 

max

( , )I x y dxdy
F

I S
=  , 

где I(x, y) — распределение интенсивности по сечению пучка, площадь 
апертуры которого равна S, Imax — максимальная интенсивность в пучке. 
В современных лазерных системах, использующих методы аподизации и 
ретрансляции изображения пучка по усилительной системе, F > 0,8, и мо-
дуляции интенсивности соответственно малы. В этом случае плотность 
энергии в лазерной системе может очень близко подходить к плотности 
энергии разрушения. Для лазерных импульсов короче 10—20 пс механизм 
разрушения изменяется с теплового на лавинный [7], что приводит к из-
менению зависимости пороговой плотности энергии разрушения от дли-
тельности импульса. 

2.2. Самофокусировка 
Самофокусировка излучения является важным фактором, ограничи-

вающим пиковую мощность импульсов в мощных лазерах. При этом раз-
личают крупномасштабную самофокусировку (КМС), когда пучок само-
фокусируется как целое, и мелкомасштабную самофокусировку (ММС). 

Мелкомасштабная самофокусировка пучков — второй после оптиче-
ского пробоя наиболее важный механизм ограничения мощности излуче-
ния в лазерных системах [4, 8, 9]. Она приводит к распаду пучка на ни-
ти  — филаменты, в которых интенсивность излучения может нарастать 
вплоть до уровня, вызывающего разрушение оптических элементов. На 
промежуточной стадии, когда разрушение еще не происходит, ММС при-
водит к увеличению угловой расходимости излучения, а значит, уменьше-
нию его яркости. Интегральной характеристикой, позволяющей оценивать 
ММС, является так называемый интеграл распада, определяемый в едини-
цах СГСЕ следующей формулой: 

2
2

0

8
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B I x y z dz

cn
π= λ  , 
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где λ — длина волны и c — скорость света в вакууме, n и n2 — линейный 
и нелинейный показатели преломления нелинейной среды, L — длина не-
линейной среды. Интеграл распада определяет нарастание интенсивности 
в мелкомасштабных пространственных возмущениях интенсивности: 
I = I0 exp (2B), а также нелинейный набег фазы в мощном лазерном пучке: 
ϕ = kLn + B. 

В простейшем случае сплошной нелинейной среды возмущения ин-
тенсивности нарастают в определенной полосе пространственных частот 

кр0 ⊥ ⊥< κ < κ , 

где 
1
2

2
кр 0

2n
K E

n⊥
 κ =  
 

 

— критическое значение поперечного волнового числа, K — волновое 
число лазерной волны. Угол распространения возмущений по отношению 
к основному мощному пучку, который служит накачкой, определяется 
выражением 

K
⊥

⊥
κΘ = . 

Максимум усиления с инкрементом, определяемым выражением для B, 
достигается при κ⊥max = 2–1/2κ⊥кр. Поперечный размер наиболее быстро раз-
вивающихся возмущений равен  

кр

2max 2
0

2 2 P

In
K E
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⊥
⊥

ππ πΛ = = ≈κ , 

причем одна неоднородность поля площадью S = πΛ⊥
2/4 содержит мощ-

ность, примерно равную критической мощности самофокусировки Pкр,  
а продольная длина, на которой начальная амплитуда возмущений нарас-
тает в exp π ≈ 23 раза, определяется следующим выражением: 
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. 

При характерных для мощных лазеров параметрах излучения (I ≈ 
≈ 5 ГВт/см2, n2 ≈ 1,3·10–13 ед. СГСЕ) получаем Λ⊥ ≈ 0,5 мм и lММС ≈ 7 см. 
Эти цифры иллюстрируют важную роль мелкомасштабной самофокуси-
ровки в ограничении пиковой мощности излучения. Длины мелкомас-
штабной и крупномасштабной самофокусировки соотносятся как  

крММС

КМС

Pl
l P

≈ . 
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При P >> Pкр выполняется неравенство lКМС >> lММС, что и предопределяет 
доминирование мелкомасштабной самофокусировки. 

Допустимая величина B в одном фрагменте нелинейной среды усили-
телей, при превышении которой наступает катастрофическое ухудшение 
угловой расходимости, а то и пробой нелинейной среды, зависит от 
уровня начальных возмущений интенсивности и колеблется в диапазоне 
B = 1÷5. Существуют хорошо разработанные методы подавления самофо-
кусировки [4], которые будут рассмотрены далее. Они позволяют увели-
чить суммарную величину B, а значит, и интенсивности до 10—30 при 
сохранении, тем не менее, величины B в одном фрагменте усилительной 
системы на прежнем уровне. 

2.3. Вынужденное рассеяние 
Наконец, третий ограничивающий энергию лазерных систем эффект — 

это вынужденное рассеяние Мандельштама — Бриллюэна (ВРМБ), в ре-
зультате развития которого излучение спонтанных шумов на стоксовой 
частоте экспоненциально нарастает в поле излучения накачки: I = I0 exp G. 
Этот эффект начинает проявляться, когда инкремент нарастания интен-
сивности G достигает некоторого порогового уровня Gth = 20÷30: 

0

( , , )
L

thG g I x y z dz G= > , 

где g — локальный инкремент, являющийся параметром нелинейной сре-
ды. Например, для неодимовых стекол g = (1÷2,5) см/ГВт [10]. 

Развитие рассмотренных нелинейных эффектов, а значит, и их зна-
чение зависит от длительности импульса. Так, для импульсов, короче 
0,1—1 нс, определяющее влияние оказывает самофокусировка. Для 
tp > (1÷10) нс основным эффектом является оптический пробой, а для бо-
лее длинных импульсов tp > (3÷50) нс в игру может вступать ВРМБ. В по-
граничных областях могут проявляться несколько эффектов, и относи-
тельное влияние того или другого будет зависеть от конкретных обстоя-
тельств.  

Возможность развития тех или иных нелинейных эффектов приводит 
к ограничению максимальной плотности энергии W в лазерных усилите-
лях, а значит, к существенному возрастанию их апертуры и апертуры дру-
гих оптических элементов в случае, если требуется получить большую 
выходную энергию. Для сред с большой плотностью энергии насыщения 
Wsat, к которым относится, например, неодимовое стекло (Wsat ≈ hν/σ = 
= (3÷10) Дж/см2 в зависимости от типа стекла), ограничение W на уровне 
значительно меньше Wsat ведет к низкому энергосъему. 

Еще более заметные ограничения налагает самофокусировка — вслед-
ствие более сильной зависимости максимальной плотности энергии от 
длительности импульса. Это влечет значительные трудности при получе-
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нии пикосекундных и фемтосекундных импульсов достаточно большой 
энергии в лазерных системах, использующих прямое усиление излучения, 
и привело в 1980-х годах к поиску другой архитектуры лазерных систем 
[11—13]. 

3. Классические методы подавления самофокусировки 
в лазерах прямого усиления 

Прежде чем перейти к рассмотрению существующих методов борьбы 
с самофокусировкой, отметим наиболее прямой, но, к сожалению, не 
очень радикальный метод ее подавления — уменьшение n2 лазерных ма-
териалов. Пределы варьирования n2 в лазерных стеклах и кристаллах 
очень ограниченны [4]. Не нашел практического применения и другой 
метод, заключающийся во введении в усилительный тракт дополнитель-
ных элементов с отрицательным значением нелинейного показателя пре-
ломления. К сожалению, не нашлось соответствующих сред с высокими 
значениями пропускания и высокой лучевой стойкостью. 

3.1. Пространственная фильтрация 
Один из методов борьбы с ММС заключается в уменьшении амплиту-

ды затравочных возмущений интенсивности. Появление таких возмуще-
ний связано как с регулярными, так и со случайными причинами. Регу-
лярными источниками модуляции интенсивности служат интерференция 
света и дифракция на формирующих и ограничивающих апертурах. На-
пример, дифракционные возмущения от формирующих диафрагм могут 
попадать в область самофокусировочной неустойчивости и усиливаться до 
больших значений, вызывая даже разрушение лазерных активных элемен-
тов, что было уставлено еще в 1970-х годах [4, 14]. Приближение форми-
рующей диафрагмы к нелинейной среде позволяет вывести дифракцион-
ные возмущения из полосы самофокусировочной неустойчивости, что в 
соединении с оптической ретрансляцией изображения диафрагмы по уси-
лительной системе позволяет формировать световые пучки с высоким 
фактором заполнения [15]. Другой метод подавления дифракционных 
возмущений заключается в аподизации световых пучков. В современных 
сверхмощных лазерных усилительных системах обычно используется как 
аподизация, так и передача изображения формирующей апертуры по уси-
лительному тракту с помощью телескопов-ретрансляторов [4].  

Наконец, одним из главных и практически неустранимых источников 
возмущений является рассеяние мощной волны на различного рода мел-
комасштабных неоднородностях — пыли, включениях и воздушных пу-
зырях в стекле, покрытиях и других материалах. Нарастание возмущений 
до уровня амплитуды основной волны, когда начинается нелинейная ста-
дия их развития, происходит при интегралах распада B = 1÷5 в зависимо-
сти от количества «шумов» в лазерной системе. 
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Основным методом подавления самофокусировки в настоящее время 
стала пространственная фильтрация — оптическая ретрансляция лазерно-
го излучения. Пространственный фильтр представляет собой телескоп 
Кеплера, в общем фокусе двух линз которого располагается диафрагма. 
Эта диафрагма отбирает пространственные возмущения, нарастающие в 
результате ММС, не давая им развиваться в следующем усилителе. Оцен-
ку диаметра dд диафрагмы, необходимого для блокировки наиболее опас-
ных возмущений интенсивности, можно получить из выражения для угла 
распространения этих возмущений: 

max 2
max 2

8 n I
K cn

⊥κ πΘ = = . 

Возмущения задерживаются диафрагмой, если ΘmaxF1 > dд /2 (F1 — фокус-
ное расстояние входной линзы). Отсюда следует выражение для полосы 
пропускания пространственного фильтра: 

пф max2ΔΘ < Θ . 

Разделив это выражение на дифракционную расходимость Θд  ≈ 2λ /D 
(D —диаметр апертуры пучка), получим полосу пропускания в единицах 
дифракционного угла: 

пф
max

д

D
ΔΘ

= Θ λΘ . 

Например, для лазеров на неодимовом стекле с n2 = 1,3·10–13 ед. СГСЕ, n = 
= 1,55, I = 5 ГВт/см2 получаем 2Θmax ≈ 3 мрад, что в десятки раз превышает 
дифракционную расходимость пучков диаметром более 1 см с длиной 
волны излучения в районе 1 мкм. На практике диаметр диафрагмы про-
странственных фильтров в мощных лазерных системах выбирается так, 
чтобы полоса пропускания пространственного фильтра превышала ди-
фракционную расходимость в 10—20 раз. Это связано с необходимостью 
предотвращать перекрытие диафрагмы плазмой, которая может возник-
нуть при воздействии крыльев распределения интенсивности на материал 
диафрагмы. Кроме того, в пространстве между двумя линзовыми объекти-
вами создается вакуум, чтобы избежать пробоя воздуха вблизи фокуса.  

3.2. Использование фазовых эффектов для ограничения ММС 
Наличие промежутков между участками нелинейной среды (например, 

между дисками в дисковых усилителях) влияет на развитие мелкомас-
штабных возмущений. Это связано с тем, что промежутки вносят сдвиг 
фаз между пространственными гармониками cos (κ⊥r) (r — поперечная 
координата) и основной волной: Δϕ = κ⊥

2L/(2K) (K — волновое число в 
воздухе, L — длина промежутка), а развитие возмущений существенным 
образом зависит от Δφ. Так, например, если Δφ = π/2, то возмущение, на-
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растающее в первом нелинейном элементе, затухает во втором. Казалось 
бы, это открывает возможность подавлять ММС путем разделения среды 
на отдельные фрагменты, как это делается, например, в дисковом усили-
теле. Однако, как показывает анализ развития ММС [16], такое разделение 
не позволяет снизить коэффициент усиления возмущений для всей облас-
ти пространственных частот. Физически это связано с тем, что сдвиг фаз в 
промежутке приводит к затуханию возмущений на одних пространствен-
ных частотах, но к усилению возмущений на других. 

Существует другой, более эффективный, способ подавления ММС с 
помощью фазовых эффектов. Он заключается в использовании оптических 
ретрансляторов — двух софокусных линз. При определенных ограничени-
ях на интеграл распада в нелинейных элементах и геометрические разме-
ры ретрансляторов фазовые возмущения, нарастающие в первой нелиней-
ной среде, расположенной до ретранслятора, в результате введенной фазо-
вой задержки преобразуются в убывающие во второй нелинейной среде, 
за ретранслятором [17]. 

Наиболее просто условия подавления ММС записываются для систе-
мы пассивных нелинейных фрагментов, разделенных ретрансляторами с 
параметрами L = l/n, B < π/2, где L — длина ретрансляторов, l — длина 
нелинейных фрагментов. 

Для усиливающей нелинейной среды сохраняется такое же, как и для 
пассивной среды, ограничение на максимальный интеграл распада на од-
ном элементе: B < π/2, а геометрические размеры ретрансляторов изменя-
ются. Оптимальные геометрические размеры можно подбирать на основе 
численного расчета коэффициента передачи. 

Учет фазовых эффектов при выборе длины ретрансляторов немного 
больше оптимального значения L = l/n для пассивной среды позволяет ото-
двинуть пространственную частоту наиболее опасных возмущений в высо-
кочастотную область, что, в свою очередь, дает возможность в 2—3 раза 
расширить полосу пропускания пространственных фильтров вплоть до 
10 мрад. Это важно, например, для предотвращения перекрытия диафраг-
мы плазмой. 

3.3. Выбор поляризации излучения 
Скорость развития мелкомасштабных возмущений при ММС зависит 

от поляризации излучения [4, 18]. Как и в случае линейно поляризованных 
волн, можно найти инкремент нарастания возмущений для эллиптически 
поляризованной волны, которую можно представить в виде суммы право- 
и левополяризованных полей. Такие возмущения в лазерных системах 
распадаются на две группы волн с ортогональными поляризациями, неко-
торые из которых затухают, а некоторые нарастают в поле мощной волны 
[18]. Однако даже для нарастающих возмущений инкремент уменьшается 
по сравнению с линейно поляризованной волной, что связано с уменьше-
нием эффективного коэффициента нелинейности n2. 
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При изменении коэффициента эллиптичности от линейной поляри-
зации до круговой граничное значение пространственной частоты в 
сплошной нелинейной среде уменьшается в 1,5 раза и, что более важно, 
в 1,5 раза уменьшается значение интеграла распада.  

Существуют и другие способы подавления самофокусировки, заклю-
чающиеся, например, в нарушении пространственной или временной 
когерентности излучения [4, 19]. Однако эти способы меньше применя-
ются в современных мощных лазерных системах, и мы не будем их рас-
сматривать. 

4. Ограничения на параметры лазерных систем, 
накладываемые нелинейными эффектами 

Как уже отмечалось, нелинейные эффекты приводят к ограничению 
максимальной плотности энергии W в лазерных усилителях и возрастанию 
их апертуры и апертуры других оптических элементов. Для сред с боль-
шой плотностью энергии насыщения Wsat, как, например, неодимовое 
стекло, ограничение W на уровне значительно меньше Wsat ведет к низко-
му энергосъему. В качестве примера на рис. 1 приведена зависимость эф-
фективности съема энергии η для неодимовых стекол с различными зна-
чениями поперечного сечения вынужденного излучения σ от длительно-
сти импульса tи при ограничении плотности энергии лучевой стойкостью. 
Видно, что даже для фосфатных стекол с большим значением σ эффектив-
ность съема для импульсов короче 2—5 нс невелика и еще больше снижа-
ется для стекол с малой величиной σ. 

 

 

Рис. 1. Эффективность энергосъема в различных неодимовых стеклах в зависимо-
сти от длительности импульса при ограничении плотности выходной энергии лу-
чевой стойкостью на уровне Ws вых = 3(tи)

1/2 (а) и Ws вых = 6(tи)
1/2 (б): 1 — ГЛС-21, 

2 — ГЛС-1, 3 — ГЛС-6. Размерности: Ws — Дж/см2, tи — нс. Параметры усилите-
ля: усиление на проход G0 = 10, потери k1,06 = 2·10–3 см, плотность энергии насы-
щения Ws н = 0,75hν/σ 
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5. Лазеры с компрессией импульса 

Основная идея лазеров с компрессией импульса [11—13] основана на 
том, что излучение усиливается при относительно большой длительности, 
а компрессия производится уже на выходе лазерной системы. Для того 
чтобы получить большой выигрыш в пиковой мощности и эффективности 
энергосъема, величина компрессии, определяемая как отношение усили-
ваемого и сжатого импульсов, должна быть значительной (несколько де-
сятков или даже сотен раз), а сами схемы сжатия должны обладать высо-
кой эффективностью. 

В настоящее время наиболее эффективными и широко применяемыми 
схемами компрессии являются сжатие импульса с использованием выну-
жденного рассеяния и компрессии фазово-модулированных (чирпирован-
ных) импульсов дисперсионными оптическими элементами. Последний 
подход, имеющий англоязычную аббревиатуру CPA (chirped pulse 
amplification) [12], обеспечивает существенно более высокую степень 
компрессии, и поэтому мы рассмотрим его более подробно. 

5.1. Лазеры с дисперсионной компрессией импульса 
Наиболее высокие коэффициенты сжатия импульсов реализуются в 

CPA лазерных системах. Такой подход, впервые предложенный в работе 
[12], основан на сжатии импульсов с предварительно введенной фазовой 
самомодуляцией в диспергирующих элементах, в которых временная за-
держка какой-то части импульса зависит от мгновенной частоты. В каче-
стве таких элементов выступают призмы, дифракционные решетки и в 
последнее время так называемые чирпированные зеркала. 

В соответствии с этим подходом типичная блок-схема лазера с ком-
прессией импульса выглядит, как это изображено на рис. 2. В качестве 
активных сред таких лазеров используются широкополосные среды. 
В настоящее время созданы лазеры практически на всех твердотельных 
активных средах. Выбор той или иной активной среды зависит от решае-
мых задач. Так, наиболее короткие импульсы, длительностью около 5 фс, 
получены в лазере на основе титан-сапфира Ti:Al2O3 [20], обладающего 
наибольшей шириной полосы усиления. Лазеры на основе этой и других 
кристаллических активных сред способны работать с большой частотой 
повторения импульсов, а значит, и с относительно высокой средней мощ-
ностью излучения. Наибольшая энергия и пиковая мощность получены в 
лазере, где в качестве оконечных усилительных каскадов использовалось 
неодимовое стекло, позволяющее, как известно, изготавливать активные 
элементы большой апертуры [4]. Среди сред, которые широко применя-
ются в лазерах с компрессией в последнее время, следует отметить акти-
вированные Yb-кристаллические активные среды (Yb:YAG, Yb:KGW 
и др.), а также фосфатное стекло [21]. Перспективность этих сред заклю-
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чается в возможности использовать прямую лазерную диодную накачку, 
малом стоксовом сдвиге между длинами волн накачки и генерации, а зна-
чит, и малом тепловыделении и широком спектре люминесценции, допус-
кающем работу с фемтосекундными импульсами. 

 

 
Рис. 2. Примерная блок-схема лазерной системы, использующей принцип усиле-
ния чирпированного (фазово-модулированного) импульса: O — задающий генера-
тор, S — стретчер (система удлинения импульса), A — усилительная система, C —
компрессор, b и r — коротковолновая и длинноволновая части спектра импульса 

 
Рассмотрим основные элементы приведенной блок-схемы. На первом 

этапе необходимо получить чирпированный импульс. В настоящее время 
наиболее перспективным путем получения такого импульса является уд-
линение первоначально сверхкороткого импульса, генерируемого, как 
правило, в лазере с самосинхронизацией мод. Длительность первоначаль-
ного короткого импульса, определяемого в конечном счете соотношением 
неопределенности tp = k/Δν (k — коэффициент порядка 1, зависящий от 
формы импульса, Δν — ширина спектра люминесценции), лежит в преде-
лах от 10 фс до 1 пс в зависимости от используемой активной среды. За-
тем такой импульс удлиняется в дисперсионной линии задержки с одно-
временным приобретением фазовой модуляции (чирпа). В качестве такой 
линии задержки можно использовать, например, пару дифракционных 
решеток с телескопом, размещенным между ними [22]. Телескоп служит 
для изменения знака дисперсии этой оптической системы. Задержка опти-
ческого пути, вносимая стретчером (и компрессором также [23]), описы-
вается следующим выражением: 

21 ( sin )

L N

c N

λ ΔλΔτ =
 − λ − θ 

, 

где θ — угол падения света на решетку, N — количество штрихов на еди-
ницу размера у дифракционной решетки, Δλ — ширина спектра в едини-
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цах длин волн, L — эквивалентная оптическая длина между решетками, 
рассчитываемая с учетом того, что телескоп переносит изображение назад. 
Линзовый телескоп вносит в пучок хроматические аберрации, что может 
приводить к ухудшению качества компрессии. Поэтому в устройстве уве-
личения длительности предпочтительно использовать зеркальные оптиче-
ские элементы, которые позволяют устранить аберрации [24]. 

Такая система, называемая обычно стретчером, обеспечивает линей-
ный чирп (зависимость мгновенной частоты от времени), а энергия им-
пульса получается достаточно большой (от нано- до микроджоулей — 
в зависимости от типа генератора). Поэтому практически во всех лазерах с 
компрессией, создаваемых по этому принципу, применяется такая система 
удлинения импульса. Использовавшаяся на ранней стадии система ушире-
ния спектра и удлинения импульса в одномодовом световолокне [12] 
практически вышла из употребления из-за вносимых такой системой фа-
зовых искажений, что приводит к искажению формы сжатого импульса и 
снижению его контраста. 

Как следует из предыдущего изложения, для подавления нелинейных 
эффектов в процессе усиления необходимо максимально удлинять им-
пульс. Степень удлинения так же, как и последующей компрессии, в рас-
сматриваемом подходе определяется шириной спектра и длиной стретчера 
и компрессора. При разумной длине этих устройств (метры) и использова-
нии многопроходовых схем максимальная длительность растянутого им-
пульса составляет около 2—3 нс при коэффициенте удлинения примерно 
104—106. Это хотя и обеспечивает огромный выигрыш в подавлении не-
линейных эффектов по сравнению со схемой прямого усиления, но не уст-
раняет их полностью. 

Генерация исходного короткого импульса происходит обычно в гене-
раторах с самосинхронизацией аксиальных мод. Не останавливаясь на 
подробностях их работы и условиях реализации стабильной синхрониза-
ции мод (см., например, обзор [25]), отметим, что длительность импульса 
на выходе этих генераторов определяется в конечном счете двумя факто-
рами: шириной линии усиления активной среды и временем релаксации 
нелинейного устройства, используемого для синхронизации. Так, напри-
мер, наиболее короткие импульсы, длительностью около 5 фс, генериру-
ются в Ti:Al2O3-лазерах с самосинхронизацией мод керровской нелиней-
ной линзой, наводимой самим лазерным импульсом в активном элементе. 
Эти лазеры работают в непрерывном режиме, так что энергия одиночного 
импульса весьма мала (наноджоули). В импульсных лазерах на неодимо-
вом стекле с самосинхронизацией мод органическими красителями 
и с отрицательной обратной связью, применяемой для стабилизации вы-
ходных параметров, типичная длительность импульса составляет около 
0,5—1 пс. Использование другого типа нелинейного элемента на основе 
полупроводниковых структур с квантовыми ямами и непрерывной полу-
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проводниковой накачки позволило уменьшить длительность импульса в 
лазере на неодимовом стекле до ~100 фс [26]. Нелинейные отражающие 
зеркала на основе полупроводниковых структур подобного типа с кванто-
выми ямами и точками используются в последнее время в большинстве 
фемтосекундных генераторов, так как позволяют реализовать самостар-
тующий режим синхронизации мод. 

Усиление растянутого во времени импульса происходит, как правило, 
в два этапа, что связано с необходимостью реализовать большое усиление 
(порядка 106—109). На первом из них энергия импульса увеличивается с 
нано- или микроджоульного уровня до миллиджоульного уровня. Делает-
ся это обычно в регенеративных или многопроходовых усилителях, когда 
излучение проходит через один и тот же объем активной среды несколько 
раз. 

Для дальнейшего усиления фазово-модулированных импульсов долж-
ны применяться усилители большего диаметра, соответствующего задан-
ному уровню выходной энергии. Выходной диаметр усилителя, как 
это уже обсуждалось ранее, определяется двумя эффектами, ограничи-
вающими пиковую мощность излучения: оптическим пробоем и самофо-
кусировкой. 

Для подавления мелкомасштабной самофокусировки в лазерной уси-
лительной системе может использоваться широкий набор средств, рас-
смотренных выше (см. также [4]): усилители с высоким коэффициентом 
усиления, а значит, малой длиной усиливающей среды, пространственная 
фильтрация и ретрансляция пучка, круговая поляризация излучения и т. д. 
Все эти меры позволяют поднять плотность мощности в усилительных 
каскадах до 5—6 ГВт/см2, что уже близко к лучевой стойкости оптических 
элементов. 

Для упрощения конструкции и снижения стоимости усилительной 
системы могут применяться те же методы, что и для оптимизации лазеров 
для термоядерного синтеза. В частности, можно использовать многопро-
ходовые усилительные схемы, минимизирующие количество усилителей и 
оптических элементов [4]. 

При усилении импульса в регенеративных усилителях (РУ), а также в 
усилительной системе спектр импульса, а значит, и длительность, и форма 
сжатого импульса могут модифицироваться вследствие различных эффек-
тов: ограниченности полосы усиления активной среды и полосы пропус-
кания различных элементов усилительной системы, фазовой самомодуля-
ции, обусловленной нелинейностью показателя преломления, насыщения 
усиления, временного перекрытия нескольких импульсов из задающего 
генератора в регенеративном усилителе. Влияние модуляции спектра, вы-
зываемой, например, паразитными элементами Фабри — Перо в ячейках 
Поккельса, линзах, поляризаторах, зеркалах подчеркивается многопрохо-
довым характером усиления в РУ, что приводит к необходимости очень 
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тщательно отбирать и разрабатывать элементы РУ, просветляя их, изменяя 
наклон поверхностей элементов, исключая эффекты двулучепреломления. 
Мелкомасштабная модуляция спектра импульса, приводящая к низкому 
контрасту сжатого импульса, может возникать и при недостаточно высо-
ком контрасте выделения одиночного импульса после задающего генера-
тора. В этом случае основной выделенный импульс и предымпульсы или 
послеимпульсы могут перекрываться во времени в регенеративном усили-
теле, приводя к модуляции спектра [27]. Для устранения этого эффекта 
необходимо тщательно отделять одиночный импульс с помощью оптиче-
ских развязок. 

Обужение спектра сигнала при его усилении в активной среде с поло-
сой усиления Δλlum гауссовской формы описывается следующей формулой 
[28]: 

( )
1/2

2
1 ln ( ) /out in in lumG

−
 Δλ = Δλ + β Δλ Δλ  , 

где Δλout и Δλin — ширина спектра выходного и входного импульсов, G — 
полное усиление в системе, β = 2[(λin – λlum)/Δλlum]2 – 1 ≈ 1. При общем 
усилении в лазерной системе на фосфатном неодимовом стекле в 109 раз 
ширина спектра исходного 100 фс импульса уменьшается в 4—5 раз, 
а длительность сжатого импульса соответственно возрастает пропорцио-
нально этой величине.  

В том же регенеративном усилителе или в основной усилительной 
системе могут быть использованы неодимовые стекла различного состава, 
имеющие разные ширины и положения максимума линии люминесценции 
[29]. Спектр усиления можно еще более расширить, задействовав большее 
количество марок стекол. Применяя этот метод в лазерных системах на 
неодимовом стекле, можно, как показывают расчеты и эксперименты, по-
лучать импульсы длительностью около 150 фс с энергией более 100 Дж [3, 
30]. В этом случае необходимо также дополнительно профилировать 
спектр импульсов с помощью спектральных фильтров [31, 32]. При более 
высоких выходных энергиях длительность импульса несколько увеличи-
вается. Так, в первом петаваттном лазере она составляла около 440 фс при 
выходной энергии 600 Дж [33]. 

 Насыщение усиления может также исказить длительность и форму 
импульса, поскольку при этом меняется форма растянутого импульса в 
процессе усиления: временной максимум импульса сдвигается к передне-
му фронту, что изменяет баланс энергии импульса для разных участков 
чирпа. Этот эффект наиболее заметен лишь при значительном превыше-
нии плотности энергии насыщения активной среды Wsat = hν/σ. В лазерах 
на неодимовом стекле с Wsat = (4÷10) Дж/см2 для импульсов длительно-
стью 1—2 нс после стретчера такую плотность создать не удастся из-за 
ограничений со стороны самомодуляции и самофокусировки (см. выше), 
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поэтому влиянием этого эффекта по сравнению с другими можно пренеб-
речь. 

Для эффективного сжатия мощных чирпированных импульсов ис-
пользуются решеточные компрессоры [23] как в однопроходовой, так и в 
двухпроходовой конфигурациях. При этом геометрические параметры 
компрессора выбираются на основе вышеприведенного соотношения для 
оптической задержки. Однопроходовая схема, обладая большей энергети-
ческой эффективностью, имеет, тем не менее, и существенный недоста-
ток — эллиптическое сечение пучка на выходе, что увеличивает размер 
пятна и требует оптики большой апертуры при его фокусировке. Поэтому 
большее распространение получили двухпроходовые компрессоры, в ко-
торых излучение два раза проходит через компрессор, компенсируя тем 
самым эллиптичность. Для вывода излучения из компрессора использует-
ся смещение пучка на втором проходе в плоскости, перпендикулярной 
дисперсии, с помощью системы двух зеркал или призм. Поскольку дли-
тельность сжатого импульса на выходе из компрессора 0,1—1 пс занимает 
в пространстве длину доли миллиметра, это накладывает на точность юс-
тировки компрессора очень высокие требования, особенно для фемтосе-
кундных импульсов.  

Так как из-за сжатия импульса интенсивность излучения в компрессо-
ре достигает величин более 100 ГВт/см2, уже кубичной нелинейности воз-
духа n2  ≈ 10–15 ед. СГСЕ достаточно для развития самофокусировки 
(B > 3), что резко снижает фокусируемость излучения. Поэтому компрес-
сор больших лазерных систем вакуумируют. По этой же причине старают-
ся применять и зеркальные фокусирующие системы при фокусировке из-
лучения на мишень.  

Для компрессоров используются как нарезные, так и голографические 
дифракционные отражательные решетки с количеством штрихов на 1 мм 
n = 1500÷1800 при работе в первом порядке дифракции. С увеличением n 
увеличивается угол падения света на решетки и уменьшается расстояние 
между ними, что позволяет делать конструкции компрессоров более ком-
пактными. С другой стороны, при этом уменьшается световая апертура 
решеток и увеличиваются требования к точности их изготовления. Так, 
например, при n = 1800 и угле падения около 70° даже небольшой кривиз-
ны поверхности решеток достаточно, чтобы интенсивность излучения в 
фокусе линзы уменьшилась более чем в 100 раз из-за астигматизма, воз-
никающего при падении веера лучей на слегка изогнутые наклонные по-
верхности. По этим причинам выбирают n в диапазоне 1200—1740 штри-
хов на 1 мм.  

Из-за многопроходового характера компрессора предъявляются высо-
кие требования к дифракционной эффективности решеток. Так, для по-
лучения общего коэффициента пропускания двухпроходового компрес- 
сора более 60 % дифракционная эффективность решетки должна превы-
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шать  90 %. Такие эффективности достигаются как в нарезных, так и в 
голографических решетках для первого порядка дифракции [34—36]. Од-
нако изготовить нарезные решетки большой апертуры с требуемым коли-
чеством штрихов на 1 мм затруднительно из-за износа резца в процессе 
нарезания.  

Ключевым требованием к дифракционным решеткам является их вы-
сокая лучевая стойкость. Для импульса длительностью 1 нс порог разру-
шения металлических решеток составляет менее 1 Дж/см2 [36—39], что 
более чем на порядок меньше порога разрушения оптических материалов 
и покрытий в усилительной системе. К примеру, для создания петаватт-
ных лазеров необходимы решетки метрового размера. Технологию изго-
товления таких решеток успешно развивают в Ливерморской националь-
ной лаборатории [37]. В петербургской компании «Хологрейт» могут из-
готовлять металлизированные голографические дифракционные решетки 
для лазерных применений размером до 40 см. 

Таким образом, дифракционные решетки являются слабейшим эле-
ментом лазерной системы, что стимулировало поиск методов создания 
более стойких решеток. Один из таких методов состоит в нанесении до-
полнительных диэлектрических покрытий на металлическую дифракци-
онную решетку. Эти дополнительные слои могут значительно (в несколь-
ко раз) уменьшать долю энергии, доходящую до металла, способствуя тем 
самым повышению лучевой стойкости. Проведенные эксперименты под-
твердили тенденцию повышения лучевой стойкости до 2 раз при исполь-
зовании четырехслойного покрытия на основе пары ZrO2/SiO2 [37—39]. 

Другой способ повышения лучевой стойкости — получить дифракци-
онную структуру в многослойных диэлектрических покрытиях [40, 41], 
которые, как известно, имеют значительно более высокий порог разруше-
ния, чем металлы. Проведенные исследования [41] показали, что возмож-
но создавать подобные решетки с достаточно высокой дифракционной 
эффективностью (больше 90 %). При этом лучевая прочность таких реше-
ток примерно в 5 раз превышает прочность металлизированных решеток 
[42]. Основная проблема связана с высокой стоимостью таких решеток. 

5.2. Дополнительная компрессия сверхкоротких импульсов 
Как следует из вышесказанного, предельные по длительности харак-

теристики лазерного излучения часто нельзя реализовать на выходе лазер-
ной системы. Для лазеров с компрессией на вынужденном рассеянии это 
связано с нестационарностью последнего, а для лазеров с усилением чир-
пированного импульса — с ограниченностью полосы усиления активной 
среды. В связи с этим представляет интерес дополнительное сжатие им-
пульса. Это можно сделать, например, используя эффект фазовой самомо-
дуляции. Однако применять этот эффект мешает мелкомасштабная само-
фокусировка, ограничивающая максимальный интеграл распада, а значит, 
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и степень сжатия на уровне B = 2÷5. Поэтому необходимым условием 
уширения спектра и дальнейшей компрессии является подавление ММС.  

Подавлять ММС можно в одномодовом стеклянном или кварцевом 
световоде. Однако энергия импульсов в этом случае невелика из-за малого 
размера волновода. Для увеличения выходной энергии были предложены 
два способа. В первом из них уширение спектра производится в полом 
стеклянном волноводе, заполненном благородным газом [43]. Благодаря 
тому что поперечный размер моды в полом волноводе (около 100 мкм для 
видимого и ближнего ИК-диапазона) превышает аналогичный размер в 
стекловолокне (~10 мкм), выходная энергия также существенно повыша-
ется — с микро- до субмиллиджоульного уровня.  

Значительно большее увеличение энергии можно получить при уши-
рении спектра в объеме нелинейной среды, подавляя ММС с помощью 
пространственных фильтров-ретрансляторов [44—47]. Общий интеграл 
распада B, характеризующий величину уширения спектра в системе, равен 
B = NB1, где B1 — интеграл распада на одном нелинейном элементе. 
В такой системе с помощью простых пассивных электрооптических или 
магнитооптических развязок можно легко реализовать многопроходовый 
или регенеративный режим работы, что увеличивает значение B в m раз, 
где m — число проходов. Так, например, даже при N = 3 и m = 2 можно 
получить B = 6B1 ≈ 20÷40, т. е. такое же сжатие импульса.  

При очень высокой интенсивности импульсов (несколько тераватт на 
сантиметр в квадрате) поперечный размер самофокусирующихся в резуль-
тате ММС филаментов становится настолько малым, а их угловая расхо-
димость настолько большой, что для их селекции могут использоваться 
уже не пространственные фильтры, а обычные диафрагмы, расположен-
ные на некотором сравнительно небольшом расстоянии от нелинейной 
среды, или просто отрезок свободного пространства [48, 49]. Это сильно 
упрощает оптическую схему уширения спектра. 

Для сжатия импульса после схемы уширения спектра могут использо-
ваться чирпированные зеркала, обладающие высокой лучевой стойкостью 
и большой апертурой [50]. 

Заключение 
Нелинейные эффекты, такие как оптический пробой и самофокуси-

ровка, являются основными факторами, ограничивающими пиковую мощ-
ность излучения мощных лазерных систем со сверхкороткой длительно-
стью импульса. Разработанные за последние десятилетия методы подавле-
ния этих нелинейных эффектов наряду с разработкой новых лазерных 
сред и методов их накачки позволили поднять мощность лазерных систем 
в десятки раз, доведя ее до «рутинного» петаваттного уровня [3, 51]. На 
повестке дня стоит задача создания мультипетаваттных и даже эксаватт-
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ных систем [52, 53], что потребует развития существующей CPA-
архитектуры, например на основе когерентного фазирования многих ла-
зерных каналов. Эти лазерные системы позволят создавать сверхсильные 
световые поля с интенсивностью более 1023 Вт/см2, что сделает возмож-
ным переход к экспериментальному изучению новых явлений фундамен-
тальной физики. 
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О НЕЛИНЕЙНОЙ ЭЛЕКТРОДИНАМИКЕ ПЛАЗМЫ  
В ЭКСТРЕМАЛЬНО СИЛЬНОМ СВЕТОВОМ ПОЛЕ 

А. В. Башинов, А. В. Ким 

Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 

Введение 
К одной из важных тенденций в развитии современной лазерной фи-

зики следует отнести исследование взаимодействия сверхмощного лазер-
ного излучения с веществом. Данная тенденция в первую очередь основы-
вается на прогрессе лазерных технологий последних лет, уже приведших к 
созданию лазеров петаваттной мощности [1] и к построению в ближайшее 
время сверхмощных лазерных систем 10-петаваттного класса [2—4], 
а также к проработке проектов лазера эксаваттной мощности [4, 5]. 
Сверхмощные лазерные системы можно использовать как при решении 
прикладных проблем в медицине для онкотерапии, в промышленности для 
утилизации ядерных отходов, в оборонных технологиях для тестирования 
работы приборов в экстремальных условиях радиационного фона, так и в 
фундаментальных исследованиях физики высоких энергий для построения 
уникальных источников гамма-излучений и достижений экстремальных 
плотностей высокоэнергичной электрон-позитронной плазмы (см. [6, 7] 
и цитированную там литературу). Отличительной особенностью взаимо-
действия лазерного излучения такой экстремально высокой интенсивно-
сти с веществом, а по сути с плазмой, является эффективная трансформа-
ция лазерной энергии колеблющимися в лазерном поле электронами в 
энергию гамма-квантов. Данная особенность вводит два принципиально 
новых момента в описание классической электродинамики бесстолкнови-
тельной плазмы. Во-первых, сила отдачи излученного высокоэнергичного 
фотона модифицирует уравнение движения. Во-вторых, излученные фо-
тоны должны быть самосогласованно учтены в потерях энергии (лазер-
ной) электромагнитной волны. В данной работе будут построены некото-
рые простейшие нелинейные электродинамические модели лазерно-
плазменного взаимодействия, позволяющие, с одной стороны, провести 
строгий анализ задачи и ввести макроскопические электродинамические 
характеристики такого взаимодействия, а с другой — представить картину 
взаимодействия экстремально сильного поля с плазмой в интуитивно на-
глядной форме, что может оказаться полезным в решении более сложных 
и практически важных задач, где основным методом остается суперком-
пьютерное моделирование. 

1. Исходная система уравнений. Классическое приближение 
Естественно начать описание взаимодействия экстремально сильного 

лазерного поля с бесстолкновительной плазмой с наиболее простого слу-
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чая классического приближения, когда ускоренный полем электрон излу-
чает в соответствии с классическими законами. Очевидно, что примени-
мость такого приближения нарушается, когда энергия излученного кванта 
становится соизмеримой с энергией самого электрона, и в этом случае 
необходим квантовый анализ процесса излучения. Способ обобщения по-
лученных результатов на квантовый случай будет предложен в разделе 3. 
Для определения исходной системы уравнений электродинамики плазмы 
будем отталкиваться от общеизвестного факта, что в плазме действующее 
на одиночный (пробный) заряд поле равно макроскопическому (среднему) 
электромагнитному полю, которое, в свою очередь, формируется полями 
всех зарядов, кроме самого пробного заряда. В этом случае в уравнение 
движения одиночного заряда можно ввести силу реакции излучения [8], а 
под внешними полями подразумевать макроскопические электромагнит-
ные поля в плазме.  ௗሬԦௗ௧ = ሬԦܧ݁− − с ൣ ሬܸԦ, НሬሬԦ൧ +  Ԧ,        (1)ܨ

где РሬሬԦ и ሬܸԦ — импульс и скорость частицы соответственно, ܧሬԦ и ܪሬሬԦ — макро-
скопические поля в плазме, −݁ — заряд электрона, с — скорость света в 
вакууме,  ܨԦ  — сила реакции излучения. Далее, используя естественное 
предположение, что в релятивистски сильных полях влияние соударений 
заряженных частиц пренебрежимо мало и, соответственно, температура 
плазмы много меньше энергии осцилляторного движения, переход к гид-
родинамическому описанию холодной плазмы можно совершить обычным 
способом:  డԦడ௧ Ԧ(∇Ԧݒ) +  =  డԦడ௧ + ݁∇φ − с ,Ԧݒൣ rotܣԦ൧ + Ԧܨ Ԧ,  (2)ܨ = ଶమஓమଷయ ൜ௗమ௩ሬԦௗ௧మ + ଷஓమమ ቀݒԦ ௗ௩ሬԦௗ௧ቁ ௗ௩ሬԦௗ௧ + ஓమమ ݒԦ ௗమ௩ሬԦௗ௧మ + ଷஓమమ ቀݒԦ ௗ௩ሬԦௗ௧ቁଶ൨ Ԧൠ, (3) డேడ௧ݒ + div( ܰݒԦ) = Ԧܣ∆ (4)   ,0 − ଵమ డమԦమడ௧మ = ଵ డ∇డ௧ + ସே௩ሬԦ ,           (5) ∆φ = 4π݁( ܰ − ܰ),   (6) 

где импульс единицы объема ܰԦ = γ݉ ܰݒԦ, γ = (1 − -ଶ/ܿଶ)ଵ/ଶ — релятиݒ
вистский фактор, m — масса покоя электрона, сила реакции излучения 
может быть взята в форме Лоренца — Абрагама — Дирака (ЛАД) или 
Ландау — Лившица (ЛЛ), но для определенности здесь записана в форме 
ЛАД. Для простоты анализа не будем учитывать движения ионов как тя-
желых частиц и будем считать плотность ионов плазмы неизменной и по-
стоянной ܰ = ܰ. Здесь осуществлен переход к эйлеровым переменным 

(
ௗௗ௧ = డడ௧ + -и для удобства описания вместо электрического и магнит ((∇Ԧݒ)
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ного полей введены векторный и скалярный потенциалы, для которых 
принята кулоновская калибровка divܣԦ = 0. Данная калибровка удобна для 
лазерно-плазменных задач потому, что векторный потенциал описывает 
только вихревые поля в плазме, в то время как скалярный потенциал от-
ветственен за электростатические поля разделения зарядов. Уравнения 
(2)—(6) представляют собой самосогласованную систему уравнений, опи-
сывающую взаимодействие релятивистски сильных электромагнитных 
волн с плазмой с учетом силы реакции излучения электронов. Далее мы 
проанализируем данную систему уравнений для нескольких важных слу-
чаев, которые позволят, с одной стороны, значительно упростить анализ, 
а с другой — привести к интуитивно наглядной картине взаимодействия, 
и даже к практически важным рекомендациям. 

2. Квазистационарные модели 

Обратимся в первую очередь к волнам с циркулярной поляризацией 
поля, для которых световое давление на заряженную частицу не имеет 
осциллирующей (на удвоенной частоте волны) компоненты, что, напри-
мер, использовалось в схемах ускорения ионов посредством пондеромо-
торной силы падающего лазерного импульса [9]. Такая постоянно дейст-
вующая сила может быть в принципе скомпенсирована внешними полями 
или же силой разделения зарядов в плазме. Это, в частности, позволяет 
нам перейти к простой квазистационарной модели взаимодействия элек-
тромагнитной волны с плазмой, в которой продольные движения электро-
нов подавлены. Полагая, что переменные величины гармонически зависят 
от времени, рассмотрим далее класс одномерных структур поля и плазмы, 
которые могут быть результатом взаимодействия экстремально сильного 
светового поля с плазмой произвольной плотности (не ограниченной из-
начально условием прозрачности). 

Итак, полагая, что ܣԦ(ݎԦ, (ݐ = Re[ Ԧ݁(ݖ)ܣeன௧] и, соответственно, ݒԦ(ݎԦ, (ݐ ==  Re[ Ԧ݁(ݖ)ݒeன௧], где  (ݖ)ܣ и (ݖ)ݒ — комплексные функции, ω — круговая 
частота волны, Ԧ݁ = ( Ԧ݁௫ + ݅ Ԧ݁௬), Ԧ݁௫ и Ԧ݁௬ — единичные базисные векторы 
вдоль осей ݔ и ݕ, из уравнения (3) нетрудно получить следующее выраже-
ние для величины силы радиационного трения ܨԦ = Re[ܨ(ݖ)(ݔԦ ܨ :[Ԧ)eன௧ݕ݅ ++ = − ଶమଷయ γସωଶ(7)   ,ݒ 

которая в отсутствие продольных движений имеет только поперечные 
компоненты. Для удобства дальнейшего изложения введем следующие 
безразмерные величины: продольную координату вдоль направления рас-
пространения волны ξ = ω/ܿ; векторный, ܽ(ξ)ݖ = и скалярный, Φ ,(ଶܿ݉)/ܣ݁ = ݁φ/(݉ܿଶ), потенциалы; скорость электронов ݒ → -нормирован ,ܿ/ݒ
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ную на скорость света в вакууме; ݊ = ܰ/ ܰ — отношение невозмущен-
ной плотности электронов к критическому значению плотности для дан-
ной частоты волны ܰ = ݉ωଶ/(4π݁ଶ); плотность электронов ݊ = ܰ/ ܰ, 
нормированную на ܰ. Используя выражение для силы радиационного 
трения (7), уравнение (2) для поперечных компонент можно свести к ал-
гебраическому соотношению  ܽ = γ(1 −  (8)      ,ݒ(γଷߜ݅

где введен новый параметр δ = 2݁ଶω/(3݉ܿଷ) (= 4π݁ଶ/(3݉ܿଶλ)), опреде-
ляемый кроме фундаментальных констант только частотой лазерной вол-
ны (длиной волны). Например, для длины волны λ в один микрометр он 
равен примерно 10ି଼. Используя выражение для релятивистского фактора γ(|ݒ|), точнее его обратное выражение |ݒ|ଶ = 1 − γିଶ, с помощью форму-
лы (8) можно определить зависимость γ (энергии) вращающегося в поле 
волны электрона от ее амплитуды. Соотношение (8) сводится к решению 
алгебраического уравнения δଶγ(γଶ + 1) + γଶ − (1 + |ܽ|ଶ) = 0.  (9) 

В области релятивистски сильных полей, но недостаточно сильных для 
учета сил реакции излучения, 1 ≪ |ܽ| ≪ δିଵ/ଷ ≈ 450 (λ = 1 мкм), из (9) 
имеем общеизвестную зависимость релятивистского фактора от амплиту-

ды волны: γ = ඥ1 + |ܽ|ଶ. Однако в области экстремально сильных полей 
данная зависимость существенно корректируется. Например, в предель-
ном случае, когда |ܽ| ≫ δିଵ/ଷ, γ ≃ (|ܽ|/δ)ଵ/ସ,                (10) 

т. е. энергия электрона, равная γ݉ܿଶ, увеличивается существенно слабее с 
ростом интенсивности волны из-за возросшей роли радиационных потерь 
и, соответственно, радиационной силы трения.  

Проектируя уравнение (2) на продольную ось, имеем ଵଶஓ  ൫||మ൯ᇲଵାஔమஓల + ݅δγଷ ∗ᇲି∗ᇲଵାஔమஓల ൨ = Φᇱ,         (11) 

где штрих означает дифференцирование по продольной координате ξ. 
Смысл полученного уравнения легко находится, если принять во внима-
ние, что оно означает равенство сил, действующих в плазме. В левой час-
ти собраны силы, действующие на электроны со стороны электромагнит-
ного поля волны, которые, естественно, при отсутствии внешних сил мо-
гут быть скомпенсированы лишь силами разделения зарядов в плазме. 
Последние при выборе кулоновской калибровки полностью описываются 
скалярным потенциалом, что отражено в правой части уравнения (11). 
Обратим внимание, что сила со стороны электромагнитной волны состоит 
из двух слагаемых, первое из которых есть не что иное, как пондеромо-
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торная сила, модифицированная с учетом эффекта реакции излучения, 
снижающего ее дополнительно по сравнению со случаем чисто релятиви-
стской коррекции массы электрона. Появление второго слагаемого, одна-
ко, обусловлено только учетом силы реакции излучения, и в этом смысле 
оно принципиально новое. По аналогии со столкновительной плазмой его 
появление можно связать с поглощением электромагнитной волны. Дей-
ствительно, излучательные потери колеблющихся электронов, с которыми 
и связана сила радиационного трения, должны вести к диссипации поля, 
а поглощенный импульс электромагнитной волны должен быть передан 
излучаемым электронам. Таким образом, в неоднородном экстремально 
сильном поле на заряженные частицы действуют два типа усредненных 
сил: пондеромоторная сила и сила, связанная с поглощением волны из-за 
радиационных потерь. 

Для интересующего нас квазистационарного случая исходные уравне-
ния для потенциалов (5) и (6) могут быть приведены к виду ܽᇱᇱ + ቂ1 − బஓ(ଵିஔஓయ)ቃ ܽ = 0,       (12) 

 Φᇱᇱ = ݊(݊ − 1).   (13) 

Теперь уравнения (11)—(13) представляют собой самосогласованную сис-
тему уравнений, определяющую возможные структуры поля и плазмы в 
зависимости от граничных условий задачи. Обратим внимание, что для 
вывода исходной системы уравнений квазистационарной задачи нам не 
понадобилось уравнение непрерывности, которое необходимо при реше-
нии начальной, эволюционной задачи. Потому при решении квазистацио-
нарной задачи требуется наложить дополнительное условие, например 
глобальной квазинейтральности плазмы [10]. 

2.1. Однородная плазма 

В качестве наглядного примера рассмотрим идеализированный случай 
однородной и безграничной плазмы, электроны которой в текущей систе-
ме координат не имеют продольных скоростей. Тогда можно ввести при-
вычные для анализа электродинамические характеристики, например ди-
электрическую проницаемость плазмы. Полагая, что ܽ ∝ ܽe௭ (где k — 
волновое число плоской электромагнитной волны), из уравнения (12) 
стандартным способом можно получить нелинейное дисперсионное урав-
нение ݇ଶ = ωଶε/ܿଶ c диэлектрической проницаемостью 

ε = 1 − బஓ(ଵାஔమஓల) (1 + ݅δγଷ),  (14) 

которое наряду с действительной частью содержит также и мнимую часть, 
ответственную за диссипацию электромагнитной волны, т. е. введение 
силы трения из-за радиационных потерь самосогласованно ведет к учету 
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поглощения волны. В отсутствие силы трения (δ = 0) выражение для ди-
электрической проницаемости принимает стандартный вид с учетом реля-

тивистской коррекции массы ε = 1 − ݊ ඥ1 + |ܽ|ଶ⁄ . В области сильных 
полей мнимая часть диэлектрической проницаемости становится соизме-
римой с действительной частью или больше ее при амплитудах волн |ܽ| ≥ δିభయ ≈ 450 (λ = 1 мкм). Диэлектрическая проницаемость также позво-
ляет произвести оценку усредненных сил, действующих на единицу объе-
ма плазмы со стороны электромагнитного поля (ܧሬԦ = Ԧ݁ݎ)ܧԦ,  и ((ݐω݅)exp(ݐ
связанных как с реальной частью диэлектрической проницаемости (пон-

деромоторная сила), ݂ = Rୣ க ି ଵ଼ -ଶ, так и c мнимой частью (поглоще|ܧ|∇

ние импульса волны), ݂ = − I୫ கସ Im(ܧ∇ܧ∗), которые точно совпадают с 

соответствующими выражениями в (11) для рассмотренного нами строго 
продольного случая. 

Отметим также, что знание диэлектрической проницаемости дает 
возможность весьма просто получить выражение для релятивистского 
томсоновского сечения рассеяния, которое определяется как отношение 
поглощенной на одну частицу электромагнитной энергии σ|ܧ|ଶ/ ܰ 
(σ = ωIm ε/(4π) — проводимость плазмы) к падающему потоку энергии ܿ|ܧ|ଶ/(4π): σோ = σ் ஓమଵାஔమஓల,            (15) 

где σ் = 8πݎଶ/3 — томсоновское сечение рассеяния (ݎ = ݁ଶ/(݉ܿଶ) — 
радиус электрона). Когда сила реакции излучения не существенна, т. е. для 
амплитуд |ܽ| ≪ δିଵ/ଷ, мы имеем хорошо известное выражение для томсо-
новского рассеяния, обобщенное на релятивистский случай. В противопо-
ложном пределе экстремально сильных полей, |ܽ| ≫ δିଵ/ଷ, оно принимает 
вид σோ = σ்/(δ|ܽ|).  

2.2. Симметричное облучение плазменного слоя 

В качестве второго примера рассмотрим симметричное облучение 
плазменного слоя, которое можно использовать для оценки эффективно-
сти трансформации лазерной энергии в энергию гамма-излучения. Для 
поиска плазменно-полевых структур представим комплексную амплитуду 
волны в виде ܽ =  e. Тогда уравнение для векторного потенциала (12)ݑ
распадается на два уравнения для действительных функций u(ξ) и θ(ξ): ݑᇱᇱ − θᇱଶݑ + ቂ1 − బஓ(ଵାஔమஓల)ቃ ݑ = ᇱ(ଶθᇱݑ) (16)         ,0 = 

ஔஓమబଵାஔమஓల  ଶ.   (17)ݑ
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3. Коррекция в квантовом случае 
Приведенный выше анализ основывался на классическом представле-

нии процесса излучения электрона, что может быть некорректным для 
экстремально сильного поля, когда энергия излученных квантов может 
стать соизмерима с энергией самого электрона. Действительно, для вра-
щающегося высокоэнергичного электрона классические формулы излуче-
ния дают завышенные энергии излученных квантов и, соответственно, 
излученную мощность [11]. Для коррекции в квантовом случае можно 
воспользоваться тем, что в сильно релятивистском пределе, когда, в об-
щем-то, и необходимо рассмотрение квантового характера эмиссии элек-
трона, сила реакции излучения направлена против мгновенного импульса 
электрона, т. е. ܨԦ = −μԦ, где μ  — скалярный множитель. Тогда для цир-
кулярно поляризованного поля соотношение (8) можно записать в виде ܽ = γ(1 − ݅μ)(18)              ,ݒ 
откуда, используя определение γ, можно получить γ = ට1 + ||మଵାμమ.             (19) 

Выражение для диэлектрической проницаемости, а также для усреднен-
ных сил со стороны электромагнитного поля (левая часть уравнения (11)) 
можно легко переписать в виде 

ε = 1− బஓ(ଵିμ),           (20) ݂ = ଵଶஓ ൫||మ൯ᇲଵାμమ + ݅μ ∗ᇲି∗ᇲଵାμమ ൨.          (21)  

3.1. Релятивистский фактор 

Для вычисления силы реакции излучения при криволинейном движе-
нии электрона воспользуемся выражением для мощности излучения в кван-
товом случае [12] и тем фактом, что излучаемая мощность с точностью 1/γଶ 
совпадает с работой силы реакции излучения. Отсюда следует, что μ = ଷ√ଷஓ  ସ௨మାହ௨ାସ(ଵା௨)రஶ ଶ/ଷܭݑ ቀଶ௨ଷቁ  (22)  ,ݑ݀

где η = ℏω/(݉ܿଶ), ܭν(x) — модифицированная функция Бесселя второго 
типа порядка ν, χ — квантовый параметр, который можно представить в 
неявной форме в виде χ = η|ܽ|ට1 + ||మ(ଵାμమ)మ.     (23) 

Параметр χ определяет важность квантового характера процесса излуче-
ния, его физический смысл наиболее легко понять при χ ≪ 1, где он пред-
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случае мы имеем дело с нелинейным электродинамическим механизмом 
ограничения поля, в котором снижение поля самосогласованно определя-
ется сгенерированной плазмой. Применим электродинамический подход, 
который использовался раньше для определения плазменно-полевых 
структур. Для простоты анализа учтем, что на электроны и позитроны при 
симметричном облучении действуют силы сжатия, а вследствие квази-
нейтральности (из-за отсутствия полей разделения зарядов) они могут 
быть сжаты в очень узкий слой (схематически это показано на рис. 4, а) — 
вплоть до ограничений, накладываемых лишь законами квантовой меха-
ники, а именно квантовым вырождением плазмы. Будем полагать, что 
сжатие происходит до толщины слоя много меньше длины лазерной вол-
ны. Это позволяет заменить реальное распределение (e–e+)-плазмы 
δ-слоем, что, с одной стороны, существенно упрощает решение электро-
динамической задачи, а с другой — позволяет определить такой важный 
параметр, как полное число рожденных пар. Для решения задачи предста-
вим ݊݊ = ܰδ(ݖ)/ ܰ, где ܰ =  ܰஶିஶ -полное число пар на едини — ݖ݀
цу поперечного сечения, ܰ = ݉ωଶ/(4π݁ଶ) — критическое значение 
плотности для данной частоты волны, и тогда, интегрируя уравнение (24) 
вдоль слоя и используя условие непрерывности поля, можно связать 
его производные по обе границы слоя (ܽାᇱ , ܽᇱି ) со значением самого поля 
в слое:  ܽାᇱ − ܽᇱି = ଶஓ()[ଵିμ()] ܽ௧,     (25) 

где ܽ௧ — значение поля в слое, принятое равным пороговому значению, 
т. е. максимальному значению поля, при котором останавливается иониза-
ция вакуума, а ݊ = ܰω/(ܿ ܰ). Представляя вакуумные поля по обе гра-
ницы слоя в виде суммы исходных падающих лазерных волн с амплиту-
дой ܽ и волн, распространяющихся в противоположных направлениях, из 
условий (25) и непрерывности полей нетрудно получить соотношение, 
связывающее полное число рожденных пар на единицу поперечного сече-
ния с амплитудой падающей волны: ܽ = ଶ ටቀ1 + μஓ(ଵାμమ)ቁଶ + ቀ ஓ(ଵାμమ)ቁଶ

.  (26) 

На рисунке 4, б показаны результаты расчетов уравнения (26) для двух 
случаев: квантового и классического, в которых в качестве порогового зна-
чения принята интенсивность 5 · 10ଶଷ Вт/смଶ. Однако отметим, что для 
инициации каскада затравочными электронами (или гамма-квантами) тре-
буются большие интенсивности (≈ 10ଶସ Вт/смଶ [13]), чем для его поддер-
жания или же для его формирования с помощью плотной мишени. Порого-
вое значение для непрерывной волны определяется из условия равенства  
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правомерность использования квазистационарного подхода. В случае же 
линейно поляризованных волн взаимодействие качественно иное, динами-
ка принципиально нестационарная, и, конечно, квазистационарный под-
ход не может быть применен. 

Заключение 

В данной работе мы попытались взглянуть на весьма сложную про-
блему лазерно-плазменного взаимодействия в экстремально сильном поле, 
когда важную роль начинают играть процессы излучения высокоэнергич-
ных фотонов, с позиций более простых квазистационарных моделей, но 
объединенных нелинейным электродинамическим подходом. В отличие от 
«обычной» классической электродинамики плазмы здесь принципиальным 
для динамики электронов в лазерном поле является учет силы радиационно-
го трения. Более того, оказалось возможным учесть самосогласованным 
образом квантовые особенности процесса излучения фотонов. Рассмотрен-
ные электродинамические модели позволили описать в бесстолкновитель-
ной плазме новый механизм потерь лазерной энергии, связанный с излуче-
нием заряженными частицами высокоэнергичных фотонов. 

Авторы выражают признательность Российскому научному фонду 
(РНФ) за поддержку настоящей работы (проект № 16-12-10486). 
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ЛАЗЕРНОЕ УСКОРЕНИЕ ИОННЫХ ПУЧКОВ 
КАК УНИКАЛЬНЫЙ ИНСТРУМЕНТ 

ДЛЯ ФИЗИКИ ВЫСОКИХ ПЛОТНОСТЕЙ ЭНЕРГИИ 

А. В. Коржиманов 

Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 

Физика высоких плотностей энергии — относительно молодой и ак-
тивно развивающийся раздел науки. Предметом его исследования являет-
ся вещество при сверхвысоких давлениях. Формально системами с высо-
кой плотностью энергии называют системы, находящиеся при давлении 
выше 1 Мбар, или, другими словами, 1011 Па, что эквивалентно плотности 
энергии 1011 Дж/м3. С физической точки зрения эта величина равна отно-
шению потенциальной энергии электрона в основном состоянии атома 
водорода к условному объёму этого атома. То есть при давлении порядка 
1 Мбар никакое вещество не может считаться несжимаемым, а его атомы 
ионизируются, образуя плазму при любой плотности вещества [1]. 

Состояние вещества с высокой плотностью энергии зачастую не мо-
жет быть описано ни в рамках физики плазмы, ни в рамках физики кон-
денсированных сред: в отличие от плазменных сред требуется учёт кван-
товой коррелированности частиц, а в отличие от конденсированных сред 
важны также процессы ионизации и учёт дальнодействующего кулонов-
ского взаимодействия. Это серьёзно затрудняет теоретическое описание и 
требует построения полуэмпирических моделей, основанных на данных 
эксперимента. С другой стороны, создание подобных условий в экспери-
ментах является нетривиальной задачей, поскольку достичь столь высоких 
давлений непросто. 

В то же время понимание того, как вещество ведёт себя при сверхвы-
соких давлениях, обладает как фундаментальным, так и прикладным зна-
чением. С одной стороны, взаимодействие релятивистских, квантовых и 
плазменных эффектов приводит к возникновению необычной и сложной 
динамики, в том числе с возможностью наблюдать самоорганизацию в 
подобных системах. С другой стороны, высокие плотности энергии дости-
гаются в недрах планет и звёзд, а также при осуществлении управляемого 
термоядерного синтеза. Таким образом, знание законов, которым подчи-
няется вещество при сверхвысоких давлениях, требуется в астрофизике и 
при проектировании термоядерных реакторов. 

На данный момент существует довольно много лабораторных спосо-
бов создания вещества с высокой плотностью энергии. Все они обладают 
теми или иными преимуществами и недостатками, а также диапазоном 
достижимых значений температуры вещества и его плотности. Для наибо-
лее всестороннего изучения всех возможных свойств желательно иметь 
возможность создавать вещество с произвольными температурой и плот-
ностью. Однако это невозможно сделать каким-то одним методом, поэто-
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му исследования в физике высоких плотностей энергии носят комплекс-
ный характер и задействуют экспериментальные возможности многих на-
учных групп. 

Одним из первых и наиболее распространённых методов создания ве-
щества с высокой плотностью энергии стали установки Z-пинча. При при-
ложении к тонкой проволочке достаточно большого внешнего напряжения 
протекающий через неё ток вызывает радиальное сжатие вещества благо-
даря силам Ампера. Современные системы способны выдавать импульсы 
напряжения величиной более 1 МВ и длительностью порядка сотен нано-
секунд. Например, крупнейшая из них — Z Pulsed Power Facility, распо-
ложенная в одной из Сандийских национальных лабораторий США, — 
способна создавать импульс тока величиной более 25 МА и длительно-
стью около 100 нс, выделяемая мощность при этом составляет сотни тера-
ватт. Такие машины способны создавать вещество с плотностью чуть вы-
ше твердотельной и температурой до нескольких сотен тысяч кельвин. 
Недостатком Z-пинчей при их использовании для изучения свойств веще-
ства является сильная неоднородность мишени как с точки зрения плотно-
сти, так и с точки зрения температуры. Размеры мишени не позволяют 
проводить локальные измерения, а интегральные характеристики оказы-
ваются сильно усреднёнными. 

Альтернативой Z-пинчам, работающей практически в том же диапазо-
не давлений и энергий, являются плоские ударные волны. Такие волны 
могут инициироваться в веществе относительно короткими мощными ла-
зерными импульсами. Типичный пример — импульсы с длительностью 
несколько наносекунд и с энергией от нескольких кило-джоулей до не-
скольких мегаджоулей. В результате облучения поверхности мишени на-
чинается абляция вещества, которая вызывает резкое повышение давления 
в веществе (внутри мишени) и приводит к возникновению ударной волны. 
Волна, в свою очередь, распространяясь вглубь мишени, приводит к неко-
торому уплотнению вещества и к его заметному нагреву [2]. Очевидные 
недостатки метода — это, во-первых, малость области параметров, кото-
рую можно исследовать в данном веществе (эта область фактически опре-
деляется адиабатой Гюгонио), а во-вторых, малые пространственные мас-
штабы ударной волны и её довольно быстрое движение, что осложняет 
диагностику вещества.  

Усложнённым вариантом метода плоских волн является сферическое 
сжатие вещества. В этом случае запуск ударных волн в сферических ми-
шенях производится с помощью как можно более равномерного облуче-
ния их поверхности мощным излучением. В качестве излучения может 
использоваться как непосредственно лазерное излучение, так и рентгенов-
ское излучение, получаемое в результате конверсии лазерного излучения 
на внутренней поверхности так называемого хольраума, в который поме-
щается мишень. В последнем случае увеличивается однородность нагрева 
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и, как следствие, устойчивость ударных волн относительно азимутальных 
возмущений. Сферическое сжатие позволяет достичь значительно более 
высокой степени сжатия вещества (фактически в 10—100 раз выше твер-
дотельной плотности) и более высоких температур (вплоть до нескольких 
десятков миллионов кельвин) [3]. К сожалению, сложность эксперимен-
тальной установки не позволяет широко использовать данный метод. 

Отметим также, что высокие плотности энергии достигаются и в 
плазме, возникающей в результате абляции вещества мощным лазерным 
излучением. Эта плазма, однако, имеет плотность ниже твердотельной, но 
зато её температура может составлять миллионы кельвин [4]. При исполь-
зовании лазерных импульсов фемтосекундной длительности и петаватт-
ной мощности возможно создание релятивистской лазерной плазмы, 
в которой температура электронов достигает релятивистских значений — 
порядка ста миллионов кельвин и выше [5]. Плотность такой плазмы, од-
нако, обычно невелика, а её размеры микроскопичны. 

Наконец, наиболее универсальным методом является использование для 
нагрева глубоко проникающих в вещество пучков энергичных ионов [6]. 
Характерная длина торможения тяжёлого иона с энергией порядка 
1 ГэВ/нуклон в веществе составляет десятки и сотни сантиметров в зависи-
мости от типа вещества. При этом энерговыделение, связанное в основном с 
процессом ионизации вещества, относительно равномерно распределяется 
вдоль всей длины за исключением последних миллиметров, где наблюдает-
ся так называемый брэгговский пик. Современные ускорители способны 
выдавать пучки необходимой мощности (около 1 ГВт) малой длительности 
(порядка сотен наносекунд) и диаметром около 1 мм. Таким образом, при 
использовании тонких мишеней — толщиной около 1 см — возможно соз-
дание макроскопических объёмов практически равномерно прогретого ве-
щества, не успевающего за время нагрева испытать заметное гидродинами-
ческое расширение. Такая ситуация идеальна для проведения измерений. 

При необходимости ионный пучок можно профилировать в попереч-
ном направлении для нагрева только цилиндрического слоя, который,  
расширяясь в дальнейшем из-за цилиндрического сжатия, создаст уплот-
нённое вещество на оси цилиндра. При этом, однако, теряются преимуще-
ства однородного прогрева. 

Современные источники тяжёлых ионов не способны создать вещест-
во с температурой выше нескольких сотен тысяч кельвин. Альтернативой 
им могут выступать источники, основанные на лазерном ускорении ионов 
[7]. В данной статье мы хотим показать, что они способны создавать ве-
щество с параметрами, не достижимыми другими методами. 

Лазерные источники ионных пучков обладают, однако, некоторыми 
недостатками. Во-первых, на данный момент не существует эффектив- 
ных методов получения моноэнергетических пучков. Во-вторых, энергия 
ионов в пучке относительно мала — в лучшем случае порядка 
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100 МэВ/нуклон. Это приводит к невозможности однородного нагрева 
вещества. Ещё одна проблема связана с малыми размерами пучка и малой 
длиной торможения (для указанных энергий она не превышает миллимет-
ра). В результате нагрев осуществляется только в малом объёме, исследо-
вание которого представляет определённые сложности. 

Несмотря на это, уникальность достигаемых характеристик вызывает 
определённый интерес. Давайте оценим, какие плотности энергии могут 
быть получены этим методом. Лазерный импульс, необходимый для уско-
рения ионов до 100 МэВ/нуклон, должен иметь мощность порядка 1 ПВт. 
Лазерные системы подобной мощности делятся на пикосекундные (с дли-
тельностью импульса в сотни фемтосекунд) и фемтосекундные (с дли-
тельностью импульса в десятки фемтосекунд). Для наших целей важна не 
только большая мощность, но и как можно большая энергия импульса, 
поэтому рассмотрим пикосекундные лазерные системы. Примерами могут 
служить лазерные системы NOVA (Ливерморская национальная лаборато-
рия, США, в настояще время разобрана, длительность импульса 440 фс, 
энергия — до 660 Дж), Vulcan (Резерфордовская лаборатория, Великобри-
тания, длительность импульса 500 фс, энергия — до 500 Дж), PHELIX 
(Институт тяжёлых ионов, Германия, длительность импульса 400 фс, энер-
гия — до 400 Дж), OMEGA EP (Рочестерский университет, США, длитель-
ность импульса 1—10 пс, энергия 1—2,6 кДж), LFEX (Осакский универси-
тет, Япония, длительность импульса 1000 фс, энергия — до 1000 Дж). 
Известны также планы по строительству более мощных систем с близкой 
длительностью импульса [8]. Упомянем также нижегородский проект 
XCELS, поддержанный правительством России в рамках программы про-
ектов класса мегасайенс. Его расчётные характеристики — длительность 
импульса 20 фс, энергия 4 кДж. 

Таким образом, для своей оценки мы можем принять, что лазерный 
импульс имеет энергию 1 кДж и длительность около 1000 фс. Диаметр 
пучка на мишени в подобных системах может составлять величину поряд-
ка 10 мкм. Эффективность конверсии энергии лазерного импульса в энер-
гию ионов в известных схемах составляет величину порядка 1—10 %, а их 
теоретически рассчитанная энергия — порядка 100 МэВ/нуклон. Неслож-
ные вычисления показывают, что характерный пучок ионов будет иметь 
порядка 1010 частиц и интегральную по длине плотность потока энергии 
107 Дж/см2. Характерная длина торможения в веществе с высоким зарядом 
ядер, например в золоте, будет составлять величину порядка 1 мм, а плот-
ность энерговыделения — 1014 Дж/м3. Для золота это эквивалентно 
10 МДж/г, в то время как, например, на тяжёлоионном ускорителе FAIR, 
строящемся в Германии, рассчитывают получить рекордные для традици-
онных ускорителей 300 кДж/г [9]. Поскольку длительность ионного пучка, 
сгенерированного лазерным импульсом, составляет величину порядка 
длительности лазерного импульса, т. е. 1 пс, то нагрев происходит чрез-
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вычайно быстро и может считаться изохорическим. Таким образом, плот-
ность нагреваемого вещества не изменяется, оставаясь твердотельной, а 
температура может достигать миллионов кельвин. Такие условия, как мы 
указывали выше, другими методами не достижимы. 

Отметим, что рассмотрение задачи о торможении столь плотных ион-
ных пучков в веществе представляет собой новую фундаментальную зада-
чу. Дело в том, что энерговыделение на уровне 10 МДж/г эквивалентно 
10 кэВ/атом, что неизбежно ведёт к многократной ионизации атомов и 
существенному нагреву электронов уже в процессе взаимодействия ион-
ного пучка с веществом. Обычно рассматривается задача о торможении 
ионов или в холодном веществе, или в ионизированном и горячем, но соз-
данном неким внешним источником [10]. Энергия, приходящаяся в этом 
случае на один атом, оказывается малой, что позволяет считать, что взаи-
модействие происходит с неизменяемой средой. В случае сверхплотных 
ионных пучков изменением свойств тормозящей среды пренебречь уже 
невозможно, и требуется решать самосогласованную нелинейную задачу. 
Насколько нам известно, подобная задача на данный момент систематиче-
ски никем не рассматривалась. 

На это обстоятельство было обращено внимание в недавней работе 
[11], и было показано, что при превышении плотностью ионного тока оп-
ределённой величины возникают нелинейные эффекты, заключающиеся, 
в частности, в более глубоком проникновении ионов в вещество, а также в 
развитии филаментационных неустойчивостей, разрушающих пучок и 
вызывающих сильно неоднородный нагрев вещества. Эти задачи, однако, 
всё ещё требуют более детального изучения. 
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ВЛИЯНИЕ МАГНИТНОГО ПОЛЯ ИМПУЛЬСА 
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1 Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 
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Институт общей физики РАН, г. Москва 

Введение 
Достигнутый в последнее время значительный прогресс в создании 

мощных фемтосекундных параметрических лазерных источников излуче-
ния ближнего и среднего ИК-диапазонов (с длинами волн λ в диапазоне от 
1,3 до 4 мкм [1—3]) стимулировал активные исследования в области взаи-
модействия такого излучения с веществом. Одной из областей исследова-
ний, где эти новые возможности проявляются особенно ярко [4—9], явля-
ется физика процессов, связанных с перерассеянием электронов [10—11] 
при туннельной ионизации. К числу таких процессов относится генерация 
гармоник высокого порядка (ГГВП) лазерного излучения [12—13]. 

Важной характеристикой различных процессов, связанных с иониза-
цией газов интенсивным лазерным излучением, является средняя энергия 
осцилляций электрона в переменном электрическом поле с амплитудой E 
и частотой ω 

2 2 2 24 ω ~ λ ,pU e E m I=  (1) 

где e и m — заряд и масса электрона, I и λ — соответственно интенсив-
ность и длина волны лазерного излучения. Величина Up, в частности, оп-
ределяет высокоэнергетическую границу платообразного распределения в 
спектре ГГВП в газах; положение этой границы определяется универсаль-
ным выражением [11, 14] 

max 3,17 ,p pI UΩ ≈ +  (2) 

где Ip — потенциал ионизации атома, ħ — постоянная Планка. 
Пропорциональность осцилляторной энергии электрона Up квадрату 

длины волны лазерного излучения дает принципиальную возможность 
значительного расширения плато в спектре ГГВП в высокочастотную об-
ласть [4, 15] при использовании источников среднего ИК-диапазона. При 
этом энергия эффективно генерируемых фотонов может достигать не-
скольких килоэлектрон-вольт и даже десятков килоэлектрон-вольт [16, 
17], что практически недостижимо при использовании лазерных источни-
ков с длинами волн менее 1 мкм. Яркой демонстрацией такой возможно-
сти стал недавний эксперимент [5], где был получен когерентный широ-
кополосный суперконтинуум с максимальной энергией фотонов, дости-
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гающей 1,6 кэВ при ионизации атомов гелия излучением источника [2] 
с центральной длиной волны 3,9 мкм. 

Особенностью ГГВП лазерного излучения среднего ИК-диапазона яв-
ляется также специфическая форма спектра генерируемого излучения, 
характеризующаяся резким подъемом интенсивности на самом краю пла-
то. Эта особенность может быть использована для формирования аттосе-
кундных биений при ионизации газа на заднем фронте предельно коротко-
го лазерного импульса [9]. Характерный временной масштаб этих биений 
может составлять единицы аттосекунд, а при оптимальных параметрах 
лазерного излучения может быть менее 1 ас. 

Однако с ростом длины волны лазерного излучения возрастает роль 
недипольных эффектов. Магнитная составляющая силы Лоренца приводит 
к отклонению («магнитному дрейфу») траектории электрона от прямоли-
нейной при его движении в свободном пространстве. В результате снижа-
ются вероятность рекомбинации электрона с родительским ионом и, соот-
ветственно, эффективность преобразования лазерного излучения в рентге-
новский диапазон [18—20]. При взаимодействии излучения видимого или 
ближнего ИК-диапазонов с нейтральными атомами этот фактор несущест-
венен, так как скорость свободного электрона при тех интенсивностях 
излучения, при которых происходит ионизация атомов, в этих случаях 
значительно меньше скорости света. Однако, в силу приведенного выше 
скейлинга (1) осцилляторной энергии электрона, с ростом λ влияние маг-
нитной составляющей силы Лоренца возрастает. Поэтому при генерации 
высоких гармоник источниками среднего ИК-диапазона даже умеренной 
интенсивности роль недипольных эффектов обычно весьма существенна. 

В данной работе показано, что магнитный дрейф электрона может при-
водить не только к общему снижению эффективности генерации высоких 
гармоник, но и к изменению формы спектра генерируемого излучения. 
Также продемонстрировано, что магнитный дрейф электрона не всегда иг-
рает отрицательную роль, а в ряде случаев дает положительный эффект. 

1. Теоретическое описание 

В основе используемого в настоящей статье теоретического подхода 
лежит предложенная нами в работе [17] модификация развитой М. Левен-
штейном с соавторами аналитической теории ГГВП [21]. 

Теория Левенштейна была модифицирована таким образом, чтобы в 
ее рамках стало возможным одновременное описание эффектов опусто-
шения атомарных уровней и магнитного дрейфа электрона. В рамках на-
стоящей статьи опустошение атомарных уровней не будет играть сущест-
венной роли в силу использования умеренных интенсивностей лазерных 
импульсов. Поэтому общее выражение для переменного дипольного мо-
мента атома во внешнем линейно поляризованном (вдоль оси x) электро-
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магнитном поле, полученное в работе [17], может быть упрощено (здесь и 
далее используются атомные единицы): 

( ) ( ) ( )( ) ( )
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Здесь c. c. обозначает комплексное сопряжение; E(t) и A(t) — электри-
ческое поле и векторный потенциал лазерного импульса соответственно; 
τ — время движения электрона в свободном пространстве; ε — параметр 
регуляризации, который может быть выбран малым; dx(p) — x-компонента 
дипольного матричного элемента, соответствующего переходу из основ-
ного связанного состояния в непрерывный спектр. Рассматривая атом ге-
лия в приближении одного активного электрона, мы используем для дан-
ного матричного элемента такое же выражение, как и для водородоподоб-
ных атомов: 
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S(px, t, τ) — квазиклассическое действие, описывающее свободное движе-
ние электрона в поле лазерного импульса без учета влияния магнитного 
поля: 
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где A(t ') — проекция вектора A(t) на ось x. Sm(p, t, τ) — найденная анало-
гично работе [20] поправка к действию, возникающая в результате разло-
жения векторного потенциала A(t – z/c) в ряд по координате распростра-
нения лазерного излучения. Мы ограничиваемся линейным членом этого 
разложения, дающим поправку первого порядка по v/c к электродиполь-
ному приближению A(t), что в случае длинноволнового лазерного излуче-
ния достаточно для адекватного учета влияния магнитного поля [18]. 
В случае линейно поляризованного вдоль оси x лазерного импульса, рас-
пространяющегося в направлении оси z, интересующая нас поправка к 
действию имеет вид 
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pst(t, τ) — стационарные значения компонент канонического импульса 
электрона, соответствующие траектории, начинающейся на ядре в момент 
времени t – τ и заканчивающейся на нем же в момент времени t: 
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Входящие в выражение (3) для переменного дипольного момента по-
дынтегральные множители dx(pst(t, τ) – A(t – τ))E(t – τ) и dx

*(pst(t, τ) – A(t)) 
определяют соответственно амплитуды переходов из основного состояния 
в непрерывный спектр в момент времени t – τ и из непрерывного спектра в 
основное состояние в момент времени t. 

2. Влияние магнитного дрейфа электрона 
на форму спектра гармоник 

При взаимодействии излучения видимого или ближнего ИК-диапа-
зонов с нейтральными атомами влияние магнитного поля лазерного им-
пульса на процесс ГГВП сводится к равномерному по всему спектру гене-
рируемого излучения небольшому снижению эффективности преобразо-
вания. Изучим влияние магнитного дрейфа электрона на процесс ГГВП в 
случае взаимодействия лазерного излучения среднего ИК-диапазона с 
атомами и ионами. 

На рисунках 1—3 приведены результаты расчетов, полученные с по-
мощью развитой аналитической теории. В представленных расчетах ла-
зерное поле задавалось в виде гауссова импульса с длительностью на по-
лувысоте максимума интенсивности, равной шести периодам поля. Расче-
ты проведены для атома и иона гелия в приближении одного активного 
электрона. 

     
Рис. 1. Спектры высоких гармоник для атома и иона гелия, полученные с учетом 
(черные линии) и без учета (серые линии) магнитного дрейфа электрона: а — атом 
гелия, λ = 8 мкм, I = 1015 Вт/см2; б — ион гелия, λ = 3,9 мкм, I = 6,7⋅1015 Вт/см2 

Из рисунка 1 хорошо видно, что при учете магнитного дрейфа элек-
трона характер спектров высоких гармоник может кардинально меняться: 

а б



73 

вместо платообразных структур с резкими отсечками наблюдаются плав-
ные дугообразные распределения. Это изменение характера спектра гар-
моник объясняется тем, что вклады различных типов электронных траек-
торий в поляризационный отклик системы оказываются в различной сте-
пени подавленными из-за магнитного дрейфа электронов [16, 17, 22]. 
В отсутствие магнитного дрейфа сигнал высоких гармоник содержит 
вклады коротких (с временем движения от момента отрыва до момента 
возврата к родительскому иону τ < 0,65T, где T — период лазерного поля) 
и длинных (τ ≥ 0,65T)  электронных траекторий. Когерентное сложение 
вкладов этих траекторий приводит к формированию платообразного рас-
пределения с четко выраженной высокочастотной отсечкой и спектраль-
ной интерференцией (см. серые кривые на рис. 1). При субрелятивистском 
режиме взаимодействия с лазерным полем электроны испытывают маг-
нитный дрейф, причем для траекторий с большим τ этот дрейф больше. 
Соответственно, вклады длинных траекторий оказываются полностью, 
а коротких — частично подавленными. Как результат, спектр приобретает 
наблюдаемую на рис. 1 дугообразную форму (черные кривые), а спек-
тральная интерференция вкладов различных траекторий исчезает, за ис-
ключением низкочастотной области. 

Все сказанное о вкладах различных электронных траекторий в сигнал 
высоких гармоник наглядно иллюстрируется приведенными на рис. 2 и 3 
спектрограммами этого сигнала для атома и иона гелия соответственно. 
На рисунках представлены временные зависимости квадрата коэффициен-
тов вейвлет-преобразования сигнала гармоник. Вейвлет-анализ осуществ-

лялся с помощью анализирующей функции ( ) ( )
0 , 0( )tT t t tΩ = ΩΦ Ω − , где 

в качестве материнского вейвлета использовался вейвлет Морле 

( ) 2 2(η) 1 τ' exp( η) exp[ η (2τ' )]iΦ = −  (см., например, [23]). Здесь t0 и Ω — 

переменные, используемые соответственно для сдвига и масштабирования 

окна вейвлет-преобразования. При выборе параметра τ' равным 5π 2ln 2 ≈ 

≈ 13,34 полная ширина на полувысоте анализирующей функции равна 
5 периодам лазерного поля.  

В отсутствие магнитного дрейфа электрона (электродипольное при-
ближение, рис. 2, а и 3, а) сигнал высоких гармоник, как отмечалось вы-
ше, содержит вклады различных типов траекторий: коротким траекториям 
соответствуют высокочастотные компоненты с положительным чирпом 
(рост частоты генерируемых фотонов со временем), длинным траекториям 
с 0,65T ≤ τ ≤ T — высокочастотные компоненты с отрицательным чирпом 
(спад частоты генерируемых фотонов со временем), а еще более длинным 
траекториям (с τ > T)  — низкочастотные компоненты как с положитель-
ным, так и с отрицательным чирпом. Из-за влияния магнитного дрейфа 
(расчеты за рамками электродипольного приближения, рис. 2, б и 3, б) 
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вклады всех длинных траекторий оказываются полностью, а коротких — 
частично подавленными. 

 

      
Рис. 2. Спектрограммы сигнала высоких гармоник для атома гелия в поле лазерно-
го импульса с λ = 8 мкм и I = 1015 Вт/см2. Представлены результаты расчетов 
в электродипольном приближении (а)  и за его рамками (б) 
 

      
Рис. 3. То же, что на рис. 2, но для иона гелия в поле лазерного импульса 
с λ = 3,9 мкм и I = 6,7⋅1015 Вт/см2 

 
Таким образом, рис. 1—3 наглядно демонстрируют, что в субреляти-

вистском режиме взаимодействия электрона с лазерным полем магнитный 
дрейф электрона приводит не только к уменьшению эффективности меха-
низма ГГВП, но и к качественному изменению формы спектра генерируе-
мого излучения. 

3. Магнитный дрейф электрона 
как положительный фактор 

В предыдущем разделе было продемонстрировано подавление вкладов 
различных электронных траекторий в сигнал гармоник как следствие маг-
нитного дрейфа электрона. Обычно такое подавление является негатив-
ным фактором, так как приводит к уменьшению эффективности генерации 

а 

а б

б
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высокоэнергичных фотонов. В данном разделе будет рассмотрен пример, 
когда магнитный дрейф электрона может играть положительную роль. 

Особенностью ГГВП лазерного излучения среднего ИК-диапазона яв-
ляется наличие острых пиков в спектре гармоник. Эти пики являются 
следствием многократных возвратов групп электронов, оторванных на 
различных полупериодах лазерного поля, к родительскому иону с высокой 
энергией. Интерференция вкладов электронных траекторий, начавшихся 
на различных полупериодах лазерного поля и вернувшихся к родитель-
скому иону в один и тот же момент времени, может приводить к образо-
ванию биений во временном представлении сигнала гармоник на заднем 
фронте предельно короткого лазерного импульса [9]. При этом характер-
ный временной масштаб этих биений может составлять единицы аттосе-
кунд и менее. 

Авторы работы [9] рассматривали процесс генерации таких биений в 
электродипольном приближении. Однако, как следует из предыдущего 
раздела, в среднем ИК-диапазоне, необходимом для предлагаемого в ста-
тье [9] механизма формирования аттосекундных биений, влияние магнит-
ной составляющей лазерного импульса может быть очень сильно. В ре-
зультате магнитного дрейфа все многократные возвраты оторванного 
электрона к родительскому иону могут полностью исчезнуть, что приве-
дет к полному исчезновению биений во временном представлении сигнала 
гармоник. Поэтому для анализа возможности формирования аттосекунд-
ных биений и выявления минимально достижимого временного масштаба 
биений необходимо рассмотрение за рамками электродипольного при-
ближения. 

Рассмотрим процесс генерации аттосекундных биений при воздейст-
вии на атом гелия лазерным импульсом следующего вида (такая же форма 
импульса использовалась в работе [9]): 

( ) 2
0

π 2π
sin sin .

4λ λ
ct ct

E t E    = − φ   
   

                          (9) 

Пиковая интенсивность лазерного импульса была зафиксирована на уров-
не I = 3,4⋅1014 Вт/см2. На рисунке 4 показано электрическое поле лазерного 
импульса и временное окно, в котором анализировался сигнал гармоник, 
при фазе φ = π/8 (в электродипольном приближении данная фаза является 
оптимальной [9]). 

Сигнал гармоник, генерируемый в атоме гелия под действием лазер-
ного импульса, представленного на рис. 4 черной линией, во временном 
представлении состоит из двух всплесков в окрестностях t = 2,5T и t = 3T. 
Интересующие нас сверхвысокочастотные биения сигнала гармоник на-
блюдаются во втором из этих всплесков, который селектируется для ана-
лиза маской, показанной на рис. 4 серой линией. Биения обусловлены ин-
терференцией преимущественно двух электронных траекторий, одна из 
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которых проводит в свободном пространстве менее периода лазерного 
поля (τ < T ) , а для второй выполняется условие T < τ < 1,5T. 
 

 

 
 
 
Рис. 4. Электрическое поле лазерного 
импульса, нормированное на величину 
E0 (черная линия), и временное окно,
в котором анализировался сигнал гармо-
ник (серая линия); φ = π/8 

 
На рисунке 5 показан спектральный состав рентгеновского всплеска, 

генерируемого на заднем фронте лазерного импульса (9) при λ = 9 мкм 
и φ = π/8. Серой линией представлены результаты, полученные в рамках 
электродипольного приближения. В спектре наблюдаются два ярко выра-
женных пика вблизи энергий фотонов 0,6 и 3,05 кэВ. Положения этих пи-
ков соответствуют положениям отсечек в спектрах гармоник, генерируе-
мых вследствие второго и первого возврата электронного волнового паке-
та к родительскому иону соответственно [9]. Высота каждого плато опре-
деляется весом соответствующей электронной траектории. 

 
Рис. 5. Спектральный состав рентгеновского всплеска, генерируемого на заднем 
фронте лазерного импульса (9) при λ = 9 мкм и φ = π/8. Представлены результаты 
расчетов в электродипольном приближении (серая линия) и за его рамками (черная 
линия) 

 
Наличие двух ярко выраженных пиков в спектре излучения, как на 

рис. 5, приводит к появлению биений во временном представлении сигна-
ла. Очевидно, что контраст этих биений максимален, когда два спектраль-
ных пика имеют одинаковые амплитуды. В спектре на рис. 5, найденном 
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в рамках электродипольного приближения (серая линия), амплитуды вы-
соко- и низкоэнергетического пиков сильно отличаются. Однако амплиту-
да низкоэнергетической компоненты спектра может быть подстроена пу-
тем пропускания сигнала гармоник, например, через алюминиевую фольгу 
[9]. В результате сигнал гармоник во временном представлении будет 
представлять собой биения с коэффициентом амплитудной модуляции 1 и 
характерной длительностью каждого всплеска около 1 ас. 

Черной линией на рис. 5 представлены результаты расчетов за рамка-
ми электродипольного приближения. Как хорошо видно, магнитный 
дрейф электрона в данном случае не разрушает механизм генерации бие-
ний — в спектре генерируемого излучения по-прежнему наблюдаются два 
ярко выраженных максимума. Более того, магнитное поле лазерного им-
пульса, которое обычно приводит к негативным последствиям в процессе 
ГГВП, в данном случае выступает в роли спектрального фильтра, вырав-
нивающего интенсивности двух пиков. 

Такой эффект легко объясняется на основе результатов, полученных в 
предыдущем разделе. Низкоэнергетический пик генерируется электрона-
ми, проводящими в свободном пространстве более периода лазерного по-
ля. Высокоэнергетический пик обусловлен вкладом электронов с време-
нем движения в свободном пространстве менее периода лазерного поля. 
Чем больше времени электрон проводит в свободном пространстве, тем в 
большей степени его траектория подвержена магнитному дрейфу, поэтому 
амплитуда низкоэнергетического пика в спектре анализируемого сигнала 
гармоник в результате учета магнитного поля лазерного импульса умень-
шилась сильно, в то время как амплитуда высокоэнергетического пика 
практически не изменилась. В итоге для наблюдения аттосекундных бие-
ний требуются гораздо менее плотные спектральные фильтры, чем пред-
сказывают расчеты в рамках электродипольного приближения, а если 
осуществить более тонкую подстройку параметров лазерного импульса 
(амплитуды или фазы заполнения), то можно обойтись совсем без допол-
нительной спектральной фильтрации. В работе [24] подобраны оптималь-
ные параметры лазерного излучения для наблюдения аттосекундных бие-
ний, так что дополнительная спектральная фильтрация излучения гармо-
ник не требуется, и показано, что минимально достижимый временной 
масштаб биений достигается при использовании лазерных источников с 
длинами волн 12—14 мкм и составляет приблизительно 0,8 ас. 

Заключение 

Таким образом, магнитный дрейф электрона может приводить не 
только к общему снижению эффективности ГГВП, но и к качественному 
изменению формы спектра гармоник. В силу различной степени влияния 
магнитного дрейфа электрона на короткие и длинные электронные траек-
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тории спектр гармоник может приобретать дугообразный вид с максимумом 
в области средних энергий генерируемых фотонов и плавными спадами в 
областях высоких и низких энергий. Такой селективный характер подавле-
ния вкладов различных электронных траекторий может играть положитель-
ную роль в процессе формирования аттосекундных биений сигнала гармо-
ник. Магнитный дрейф электрона не разрушает механизм генерации таких 
биений на заднем фронте интенсивного предельно короткого лазерного им-
пульса, а выступает в качестве спектрального фильтра, позволяющего упро-
стить наблюдение генерируемых биений в эксперименте. 

Работа выполнена при поддержке гранта РНФ № 16-12-10279. 
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КРИТИЧНЫЕ И НЕКРИТИЧНЫЕ ПРОЦЕССЫ 
ПРИ  НЕЛИНЕЙНО-ОПТИЧЕСКОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ 

ЧАСТОТЫ ЛАЗЕРНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 

С. Г. Гречин  
Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана 

Введение 
При всех достоинствах лазеров, формирующих высокоэнергетичное 

излучение с небольшой расходимостью и шириной спектра, у них имеется 
одно значительное ограничение — генерация происходит на фиксирован-
ных длинах волн или в ограниченном диапазоне. Расширить функцио-
нальные возможности лазеров при формировании излучения в диапазоне 
длин волн от вакуумного ультрафиолета до терагерцовых, а в последние 
годы и до миллиметровых волн позволяет нелинейно-оптическое преобра-
зование частоты.  

В процессе преобразования частоты для получения максимальной эф-
фективности должно обеспечиваться условие когерентного накопления 
формируемой в каждой точке среды волны при ее распространении в нели-
нейном кристалле [1]. Для этого необходимо обеспечивать отличие от нуля 
коэффициента эффективной нелинейности, dэфф ≠ 0 (достаточное условие), и 
выполнение условия фазового синхронизма, Δk = 0 (необходимое условие). 
В нецентросимметричных кристаллах существуют направления, в которых 
dэфф ≠ 0. Вследствие этого формируется волна суммарной или разностной 
частоты. Фазовый синхронизм (ФС) обеспечивается определенным соотно-
шением фазовых скоростей взаимодействующих волн, или, как это принято 
описывать на практике, разностью волновых векторов всех взаимодействую-
щих волн (Δk = k3 – k2 – k1 = 0). Оптимальная величина двулучепреломления в 
кристаллах определяет возможность реализации ФС.  

Для заданных длин волн и температуры кристалла ФС имеет место в 
строго определенных направлениях. Изменение любого из параметров 
приводит к его нарушению. Необходимо узнать, возможно ли обеспечить 
процесс преобразования с высокой эффективностью в большом диапазоне 
изменения всех параметров. В этой статье дано общее описание возмож-
ности реализации критичных и некритичных фазовых синхронизмов при 
нелинейно-оптическом преобразовании частоты лазерного излучения. Они 
позволяют выделить «базовые» параметры кристаллов, которые в значи-
тельной степени определяют основные особенности развития нелинейных 
волновых процессов преобразования частоты в условиях сильного энерго-
обмена. Работа базируется во многом на результатах, которые были полу-
чены коллективом сотрудников МГТУ им. Н. Э. Баумана и исследовате-
лями из других организаций.   



м
э
м
м
к

г

λ
р

в
и
п
р
ч
т
в
ф
д
о
L

с
н
(к
ч
с
с
п
ф
р

б
п
в
и
т

Определе
метра, влияю
ффективност
между тремя 
метрами, кото
ки в виде ряда

де Δk = k3 – k

λi — длины в

ратура криста
При выпо

вается аддити
излучения от 
пературы кри
ром эффектив
чины, определ
теризуют свой
висимо, в при
фективности п
для эффективн
обусловливаю
Lкр и от коэфф

При доми
синхронизм я
на рис. 1) или
кривая 2 на 
чевую роль и
синхронизм 2
случае, когда 
порядков в (
фективности 
расстройки им

Во всех 
быть определ
преломления 
волн (dni/dT)
изменением n
температуры 

1. Ш
ние ширины

ющего на про
ти преобразо
взаимодейст
орые влияют 
а Тейлора [1]

݇ሺሻ ൌ 

k2 – k1 = 2π(n

волн взаимод

алла; ni — пок
олнении усло
ивный вклад в
направления

исталла (ΔТ). 
вность преоб
ляет соответс
йства среды и
иближении пл
преобразован
ности преобр
ющие ее завис
фициента эфф

инирующем 
является крит
и некритичны
рис. 1). Во в
играет dଶ݇/
2-го порядка)
вклад произ

1) соизмерим
преобразова

меет вид крив
случаях нару
лено измене

ni всех вз
T). Поэтому 
ni по соответ
dΔk/dT = 2π[

81

Ширины си
ы синхронизм
оцесс преобр
вания (η) от 
твующими во
на величину

] по параметр

݇ሺሻ  ୢୢ 

n3/λ3 – n2/λ2 – 

действующих

казатели прел
овия ФС ݇ሺ
в волновую р
я ФС (Δϕ и Δ
Допустимое 
разования η(
ствующую ш
и устанавлив
лоских моно
ния (приближ
разования (см
симость от ве
фективной нел
 ן ݀эффଶ sinс
вкладе одно
тичным при d
ым при d݇/
втором случа/dଶ (некрит
. В промежут
зводных 1-го
м, зависимос
ания от вол
вой 3 на рис.
ушение ФС 
ением показ
заимодейству
ширины зад
тствующему
(dn3/dT)/λ3 − 

 

инхронизма
ма как допуст
разования, с
величины во
олнами [1]. Н
у η, представи
ру p: 

  ଵଶ ୢమୢమ 
n1/λ1); ϕ, θ —

х импульсов 

ломления среሻ ൌ 0. В об
расстройку от
Δθ), изменени
изменение п

(Δp) уменьша
ширину синхр
аются по каж
хроматичных

жение заданно
м. [1]) можно 
еличины Δk(Δ
линейности dсଶ݇ܮкр/2.
ого из слагаеd݇/d ب 0,d ൌ 0 
ае клю-
тичный 
точном 
о и 2-го 
сть эф-
лновой 
 1.  
может 
зателей 
ующих 
даются 
 параметру p
(dn2/dT)/λ2 −

Рис
тивн
волн

а 

тимого измен
следует из за
олновой расст
Не уточняя св
им изменени

ଶ  ଵଷ! ୢయୢయ 
— углы среза

излучения; T

еды на длина
бщем случае 
тклонения оси
ия длин волн 
параметра Δp
ается до зада
онизма. Шир
ждому параме
х волн и небо
ого поля). Из 
выделить сом

Δp) при длине
dэфф среды: 
 
емых в разл5݀ଶ݇/dଶ

p. Так, при 
(dn1/dT)/λ1)].

с. 1. Зависимо
ности преобр
новой расстро

нения пара-
ависимости 
тройки (Δk) 
вязь с пара-
ие расстрой-

ଷ  (1)  ,ڮ

а кристалла; 

T — темпе-

ах волн λi. 
рассматри-
и лазерного 
(Δλ) и тем-

p, при кото-
анной вели-
рины харак-
етру p неза-
ольшой эф-
выражения 
множители, 
е кристалла 

        (2) 
ожении (1) 
 (кривая 1 

изменении 
.  

 
ость эффек-
азования от 
ойки 



λ
н
(

д
н
н
н
к
с

в
т
б
и
ц
н
т

п
с
с

Р
р
в
з

В частном
λ3 = λ/2) в кр
некритичного
1) (при дейст

Принято, 
для критично
ность ширины
некритичного
нальна корню
ку вклад дел
синхронизма 

Некритич
в большом ди
т. е. возможн
большой расх
изменения тем
цию углового
нем разделе —
тельности при

Величина 
преобразовани
сировке излуч
сталлах в общ

Рис. 2. Опред
расстроек оси 
висимости от 
зового синхрон

м случае ген
ристалле длин
о синхронизм
твии только о     
что ФС оп

ого синхрони
ы — °С⋅см. Е
о синхронизм
ю квадратном
лают одновре
задается корн
чный синхрон
иапазоне изм
но эффектив
ходимостью 
мпературы. В
о, спектральн
— процесс п
и некритично

2. Угло
угловой ши

ии частоты и
чения в крис
щем случае Ф

деление углов
излучения в 
направления 
низма 

82

нерации вто
ной Lкр полуш
мов m-го поря
одного парам

ФС ൌ ටସ к
пределяется д
изма (m = 1),
Ее величина
ма с m = 2 вел
му из Lкр — °
еменно прои
нями полино
низм предста
менения пара
ное преобра
и шириной 
В следующих
ного и темпер
преобразовани
ом и критичн

овая ширин
ирины синхр
излучения с б
сталл. Как в 
ФС по одной 

некрити
стройки
мого век
от напр
θ. Расст
сти II (Δ
(Δψ). Д
ния син
верхнос
осью z. 
тивност
соответс
симость
на рис. 

 

 
вых
за-
фа-

2 

рой гармони
ширина на у
ядка устанавл
метра р) как  

!кр ୢ/ୢ .

для кристалла
, например п
а обратно про
личина шири
С⋅см1/2. Когд
изводные раз
омиального вы
авляет практи
аметра Δp со
азование час
спектра или
х разделах м
ратурного син
ия импульсо
ном по частот

на синхрон
ронизма важн
большой расх
одноосных, т
угловой коор
ичным. На р
и оси лазерно
ктором ki) оп
авления ФС, 
тройки наход
Δθ) и ортогон
Для одноосны
нхронизма п
сть конуса, ос
В плоскости

ти преобразов
ствующий кр
ь в плоскости
1.  

ики (ГВГ, λ1

уровне 0,5 кр
ливается из (

а длиной 1 см
по температу
опорциональ
ины обратно п
да в волновую
зного порядк
ыражения (1)
ический интер
охраняется ус
стоты для из
и в большом
ы рассмотри
нхронизмов, 
в фемтосеку
те синхронизм

изма 

на в двух сл
ходимостью и
так и в двух
рдинате всег
рисунке 2 уг
ого излучени
пределены в з
задаваемого

дятся в секущ
нальной ей пл
ых кристаллов
представляют 
сь которого с
и II зависимо
вания от Δθ
ривой 1 на ри
и III от Δψ —

1 = λ2 = λ,
ритичного и 
(2) с учетом 

 (3) 

м. Поэтому 
уре, размер-
ьна Lкр. Для 
пропорцио-
ю расстрой-
ка, ширина 
).  
рес, так как 
словие ФС,
злучения с 
м диапазоне 
им  реализа-
а в послед-

ундной дли-
ме.  

лучаях: при 
и при фоку-
хосных кри-
гда является 
гловые рас-
ия (задавае-
ависимости 
углами ϕ и 

щей плоско-
лоскости III 
в направле-
собой по-

совпадает с 
ость эффек-
имеет вид, 

ис. 1, а зави-
— кривой 2 



о
х
в

 а
д
х

о
д
п
х
в
т
ss
в
т
н
ю
п
в
и
э
е
в
е
к
с
с
с
и
р

с
м
у
г
п

н
н
с
 

Встает во
ортогональны
хронизм реал
вующей грани

При этом
а по угловой
длинах волн о
хронизм являе

Другая си
осных криста
дены все возм
правлений ФС
ходы между н
волны в крис
тия, LiB3O5). 
sf (slow-slow
волны вдоль о
тичный по об
нии длины во
ются коничес
порядка (рис. 
волн направле
из главных ос
ффективност
ет по направл
взаимодейств
его до 148 °С
критичным и 
стройки имеет
синхронизма (
сия-сантиметр
использовать 
рических линз

На рисун
стям кристал
мальной в бол
угловая шири
лавных плос
порядка, чем п

На рисун
низма от дли
ниями показа
сталла. Из эт

прос о реали
ых плоскостя
лизуется тол
ице области Ф
м величина у
й расстройке 
области ФС 
ется критичн
итуация имеет
аллах. На рис
можные расп
С для процесс
ними при изм
сталле LBO (
Для типа в

w-fast) на нек
оси y возника
оим углам [3
олны направл
скими повер

3). На неко
ение ФС совп
сей кристалл
ти преобразо
лению с осью
вия на длине 
С [4]. В обеи
зависимость
т вид, соотве
(ΔϕФС и ΔθФС
ров в степени
фокусировку
з. 
ке 4 видно, 
лла xy и xz э
льшом диапа
ина синхрон
скостях, и нек
параллельно 
нке 5 привед
ины кристалл
аны корневы
того графика 

83

изации некрит
ях. В одноос
лько на опре
ФС) в плоско
угловой шир

Δθ достигае
θ < 90° и си
ным по углу θ
т место в дву
сунке 3 прив
пределения н
са ГВГ и пер
менении длин
(трибората л
заимодействи
которой длин
ает ФС, некр

3]. При измен
ления ФС явл
хностями 4-
оторых длина
падает с одно
а: x или z. На
вания по Δϕ 

ю x. Это имеет
волны 1,0642
их плоскостях
ь эффективно
етствующий к
С) в этом случ
и 1/2. Небольш
у лазерного из

что под неко
эффективнос
азоне угловых
низма может
критичность 
главным пло

дена зависим
ла (сплошная
ые зависимост
следует, что

 

тичного по у
сных кристал
еделенной дл
ости xy (θ = 9
ины синхрон
ет единиц гр
н-
θ. 
ух-
ве-
на-
ре-
ны 
и-
ия 
не 
и-
не-
ля-
го 
ах 
ой 
а рисунке 4 п
и Δθ для слу
т место, напр
2 мкм в крис
х (xy и xz) си
ости преобраз
кривой 2 на р
чае составляю
шое различие
злучения в кр

оторыми угл
ть преобразо
х расстроек [
т быть значи
синхронизм
оскостям кри
мость угловой
я кривая). Та
ти разных ст
о при неболь

Рис. 3.
ФС в д
в завис
(см. опи

углу синхрони
ллах некрити
лине волны 
0°). 
низма по Δψ
адусов. На в

показано рас
учая, когда Ф
ример, при Г
сталле LBO п
инхронизм я
зования от уг
рис. 1. Углов
ют единицы гр
е ΔϕФС и ΔθФ
ристалл с пом

лами к главны
ования остае
5]. В этих нап
ительно боль
ма будет боле
исталла. 
й полуширин
ам же пункти
тепеней от д
ьших длинах

Изменение н
двухосном кри
симости от дл
исание в работе

изма в двух 
ичный син-
(соответст-

ψ равна 2π,
всех других 

пределение 
ФС совпада-
ВГ ssf-типа 
при нагреве 
вляется не-
гловой рас-
ые ширины 
радус Цель-
ФС позволяет 
мощью сфе-

ым плоско-
ется макси-
правлениях 
ьше, чем в 
ее высокого 

ны синхро-
ирными ли-
длины кри-
х кристалла

 
направлений 
исталле LBO
лины волны 
е [2])



в
н
с
п

е
в
н
н

я
(в
м
и

Р
с
к

Р
к
с

 
возникает нек
ны  — 5-го. С
синхронизма 
по одной коор

Такая зави
ек дает возмож
в нелинейном
ными цилинд
нальных плоск

 Величина
ях — при пре
в частности, 
мого по длин
изменении дл

Рис. 4. Некрит
инхронизм вд
кристалле  

Рис. 6. Углы с
ки некритично
инхронизма в 

Δθ (град) 

критичный си
Существуют 
может превы
рдинате, по д
исимость эфф
жность получ
м кристалле, и
рическими л
костях соглас

3. Спектр
а спектральн
еобразовании
импульсов ф
е волны. В б
лины волны у

тичный по дву
оль оси х в дв

инхронизма θ
ого по длин
одноосном кр

84

инхронизм 4
срезы крист
ышать 20°. Н
другой — син
фективности 
чать высокую
используя фо
инзами, фоку
сованы с угло

альная ши
ной ширины 
и частоты изл
фемтосекундн
большинстве с
угол синхрони

ум углам 
вухосном 

ФС и точ-
не волны 
исталле 

Δψ (град)

4 

4-го порядка, 
талла, при ко
Но этот резул
нхронизм явл
преобразован

ю интенсивно
окусировку из
усные рассто
овыми ширин

ирина синхр
синхронизм

лучения с бол
ной длительно
случаев в одн
изма θФС изм
торого ми
(рис. 6). Вел
достигает ну
оси z криста
щено диспер
ломления. П
точно больш
ния длины 
синхронизма
сохраняется 
случае имеет
частоте (дли

Рис. 5. Зави
синхронизма

 

а при увели
оторых углов
льтат получае
ляется критич
ния от угловы
сть лазерного
злучения кор
ояния которы
нами синхрон

ронизма 

ма важна в д
льшой ширин
ости) или пер
ноосных крис
меняется, дост
нимального 
личина θФС 
уля (соответ
алла), так как
рсией показа
При dθФС /dλ =
шом диапазо
волны вели

а не изменя
условие Ф

т место некри
ине волны) с

исимость углов
а от длины кри

ичении дли-
вая ширина 
ется только 
чным.  
ых расстро-
о излучения 
роткофокус-
ых в ортого-
низма.  

двух случа-
ной спектра 
рестраивае-
сталлах при 
тигая неко-
значения 

никогда не 
тствующего 
к это запре-
ателей пре-
= 0 в доста-
оне измене-
ичина угла 
яется, т. е. 
С. В этом 
итичный по 
синхронизм 

вой ширины 
исталла  



(Н
н
е
е

л
(с
в
н
в
ш
с
п
г
п
н
с
н
ч
м
р
с
л
в
н

п
н
Ф
с
л
Ф
я

з
в
с
н
в
Н
ч
и
с
 

НКЧС). Вели
нескольких де
ется критичны
ет доли — еди

 Общий п
лах определяе
см. рис. 3) [
вдоль оси y (в
ния формируе
воначально р
шем стягивае
ской оси кри
плоскости xz)
ает ее, потом
персией пока
некоторой дл
синхронизма 
ное (конус ра
ческой оси). 
между распре
рис. 3 (см. под
сунке 7 приве
лений ФС (бел
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ния некритич
ФС (݇ሺ, ሻ
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ФС (݇ሺ, ሻ
являются напр

На рисунк
ации НКЧС п
волны 1029,9
синхронизм я
ны до 1260 н
верхности ФС
Но в этом нап
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и НКЧВ перес
сти скорости 

ичина спектр
есятков нано
ым по частот
иницы наном
принцип изме
ет наличие ре
[3]. Наприме
вырожденны
ется коничес
расширяется,
ется к направ
исталла (рас
), однако ник
му что это з
азателей пр
лине волны и
меняется на 
асширяется, о
Это показыв
еделениями 
дробно в раб
едено распред
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ства качестве
инхронизма, п
ных взаимодൌ 0), НКЧВ
скую поверх
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равлениями Н
ке 8 приведе
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 мкм кривые
является крит
нм в плоскос
С и НКЧВ к
правлении dэф
ости. При дал
секаются при
их изменен
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ральной шир
ометров. В бо
те (dθФС/dλ ≠ 
метров. 
енения угла 
ежима НКЧС
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запрещено ди
еломления. 
изменение уг
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33—43—41 
боте [3]). На р
деление напр
при ГВГ в кри
оказано расп
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действий — Н
В имеет распр
хность. Те нап
каются, т. е. 
на нулю перв
НКЧС. 
ены распредел
типа взаимод
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олее общем сл

0) и спектрал

синхронизма
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НКЧВ (d݇ሺ
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ействия ФС
ии длины вол
лений ФС, ко
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оэффициента

о анализа нек
но определить
, ሻ/d ൌ 0)
о ϕ и θ и пр
доль которых
но выполняет
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НКЧВ в обла
ристалле LBO
ь всех напра
увеличении 
ние, вдоль ко
о соответств
му оно не им
лины волны к
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зличны. В эт
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кристаллам 
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а эффектив-

критичного 
ь направле-
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тся условие 
ሻ/d ൌ 0), 

асти реали-
O. На длине 
авлений ФС 
длины вол-
оторого по-
вует НКЧС.
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конусы ФС
к зависимо-
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направление 
длине волны 
В этом напр
рис. 7). Итак, 
режим НКЧС
шение величи
критичным пр
тельности. Ин
можно исполь
чением dэфф.   

Таким обр
фиксированны
В двухосных 
длин волн. Не
ству групповы

С самого н
ния частоты в
ре синхронизм
критичный по
с тем, что соот
начений пока
Типовые з

процессов в и
шинстве вели
сантиметров. 
большие знач

00 °С. В таб
ных ширин с
Т = 293 К в 
сталла КТР (т

Рис. 8. Диспер
ГВГ ssf-типа в 

ФС с НКЧС
1307 нм кону
авлении вел
 для рассмат

С реализуется
ины dэфф на 
ри преобразо
нтенсивность
ьзовать крис

разом, в одно
ых длинах 
кристаллах р
еобходимо о
ых скоростей

4. Темпера
начала разви
вопрос о возм
ма (НКТС) н
о температуре
тношения ме
азателей прел
значения тем
используемы
ичину от еди
Но эксперим
чения темпе
блице 1 из м
синхронизма 
разных главн
титанил-фосф
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рсия направлен
двухосном кр

С лежит не в 
усы ФС и НК
личина dэфф и
триваемого с
я в диапазоне
длине волны
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скольких дес
еоднократно 
ширин синхр
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сов ГВГ sff-т
тях для широ
ТiOРО4).  

синхронизма
в области НКЧ
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асаются в пл
имальное зна
ssf-типа взаим
1260—1307 
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ы или с небол
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о в некотором
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птического пр
ритичного по 
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видно, это бы
оизводными д
ыми разными.
ронизма для 
т в подавляю
сятков граду
получались 
онизма, пре
ы значения т
типа (slow-fa
око использу
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вует равен-

реобразова-
температу-
ался только 
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для главных 
.  
различных 

ющем боль-
ус Цельсия-
аномально 

евышающие 
температур-
ast-fast) при
уемого кри-
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температурны
двух длин кр
ГВГ sff-типа 
излучения 1,0
нием угла ϕ о
в плоскости x
видно, что пр
ϕ распределе
критичного к
температуре 
таточно точн
рактерным 
рис. 1, а НК
порядок. Нал
мумов на гра
что при умен
dϕФС/dT > 0, а
личении темп
место при Т =
туре режим Н
ния частоты с
ему, будет отл

 

Рис. 9. З
в кристалле RТ

 

В работе 
частоты (ГСЧ
температурна
длиной 5 мм п
350 °С (рис. 
не является кр

[6] исследо
ые зависим ос
ристалла RT
на длине 

0642 мкм с и
от 55,45° до 5
xy (рис. 9). Х
ри изменени
ение изменяе
к некритично
синхронизму
о соответств
зависимостя
КТС имеет в
личие двух м
афиках показ
ньшении угл
а при темпер
пературы dϕ
= 100 °С и ϕ 
НКТС также 
с другой дли
личаться от 5

а 
Зависимость э
ТР при ГВГ sff

[7] в кристал
Ч) излучения 
ая ширина 34
при ГВГ излу
10, б). Харак
ритичным по
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вались 
сти для 
TP при 
волны 
змене-

56,335° 
Хорошо 
и угла 
ется от 
ому по 
у, дос-
вуя ха-
м на 
второй 
макси-
зывает, 
ла ϕ от вели
ратуре 100 °С
ϕФС/dT < 0. Та

= 56,4°. Оче
может быть 
иной волны. 
56,4°. В работ

 

ффективности
ff-типа на 1,064

лле КТР длин
с λ1 = 1,0642 

48 °С (рис. 10
учения λ = 0,
ктер обеих за
о температуре

    
Дл

1
1,
1,
1,
1,
1,
1,3

1,

1,

0,9
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7 

ичины 56,4°
С  dϕФС/dT = 0
аким образом
видно, что п
получен для
Величина уг
те [6] такой р

и преобразован
42 мкм [6]: а —

ной 3,5 мм пр
мкм и λ2 = 0,

0, а), а в рабо
,9943 мкм —
ависимостей 
е. 

                        
лины волн, мкм

Пл
1,062 → 0,531 
,0642 → 0,5321
,0642 → 0,5321
,0642 → 0,5321
,0642 → 0,5321
,0642 → 0,5321
3188+0,6594 → 

→ 0,4396 
,0642+0,809 →

→ 0,45961 
,0796 → 0,5398

Пл
9943→ 0,49715
,0642 → 0,5321

с ростом те
0. При дальн
м, режим НК
при комнатно
я процесса пр
гла ϕ, соотве
режим не исс

б

ния от темпера
— L = 5 мм, б —

ри генерации 
,809 мкм был
оте [8] в кри

— температурн
показывает, 

                        

ϕ, град θ, 
лоскость xy 

25 
23 

23,2 
25,2 
25,2 
23 
0 

90 

0 
лоскость yz 

90 9
90 6

емпературы 
нейшем уве-
КТС имеет 
ой темпера-
реобразова-
етствующая 
ледовался. 

атуры 
— L = 10 мм 

суммарной 
ла получена 
сталле КТР 
ная ширина 
что режим 

    Таблица 1 

град ΔT, °С

90 25 
90 20 
90 24 
90 25,7 
90 17,5 
90 23,3 
90 8,5 

90 122 

90 30 

90 175 
69 100 
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Рис. 10. Зависи

 
Необходим

чается в пода
рины синхрон
вочной литер
Для критично
ным измерени
хронизма вто
ΔТ [°С⋅см1/2] 
шинстве публ
температуре и
шо видно из с
ми в табл. 1. Н
на рис. 9) или
результатов, п
чении длины 
2 раза. В общ
ложении (1) 
вплоть до 5—
кристалла не 

Аномальн
лучены и для 

Кристалл 

BIBO 

YCOB 

а 
имость эффект
и ГВГ (б) в кр

мо отметить 
авляющем чи
низма произ
атуре принят
ого синхрони
ий, ΔТ [°С⋅см
орого поряд
= ΔТизм⋅L1/2

из

ликаций этот
и производит
сравнения ши
На самом дел
и не описыва
представленн
кристалла в 

щем случае дл
соизмеримый
—7-го) и стр
представляет
но большие з
других крист

Тип Процес
1 ГСЧ 
2 ГСЧ 
1 ГВГ 
2 ГСЧ 
1 ГСЧ 
2 ГСЧ 
1 ГВГ 
2 ГСЧ 
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тивности преоб
ристалле КТР 

одну систем
исле публика
водятся для 
то указывать
изма справочн
м] = ΔТизм⋅Lи

дка темпера
м [°С]⋅[см1/2] 
т режим опре
тся линейный
ирин кривых
ле зависимос
ается простой
ных на рис. 9
2 раза темпе
ля некритичн
й вклад даю
рого определ
тся возможны
значения темп
таллов (табл.

сс λпгс, мкм 
0,8186 
1,5203 
0,8769 
1,3532 
0,8077 
1,5594 
0,8664 
1,379 

 

бразования от 
(sff-тип взаимо

матическую о
ций. Измерен
кристаллов

ь этот параме
ная величина
изм [°С]⋅[см]. 
атурная шир

(см. (3)). Но
еделяется ка
й пересчет на
х на рис. 10 с
сть от длины 
й связью (как
9, а и б, пока
ературная ши
ных по темпе
ют производн
лить зависим
ым. 
пературных ш
. 2) [4].  

λгсч, мкм 
0,4627 
0,6260
0,4385 
0,5957
0,4592 
0,6325 
0,4332 
0,6007

б 
температуры 
одействия) 

ошибку, кото
ния температ
разной длин
етр в пересче
а, определяем
Для некрити
рина определ
о в подавляю
ак нечувствит
а длину 1 см
с данными, пр
является кор

к на рис. 10).
азывает, что 
ирина не уме
ратуре проце
ные различно
ость ширины

ширин синхр

(θ; ϕ) 
44,8°; 0 

47,1°; 0 

90°; 45,3° 
 

90°; 51,4° 

при ГСЧ (а)

орая встре-
турной ши-
ны. В спра-
ете на 1 см. 
мая по дан-
ичного син-
ляется как
ющем боль-
тельный по 
м. Это хоро-
риведенны-
рневой (как 
 Сравнение 
при увели-
еньшается в 
ессов в раз-
ого порядка 
ы от длины 

ронизма по-

Таблица 2 
ΔТ, °С⋅см 

22 
154
12 
54

Большая 
151 
75 
79
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Точное оп
найдено, что п
типа взаимод
dΔk/dT = 0. В 
общим опред
и угловым отк
лизуется реж
получена зави
ве составила 2

Очевидно
для которого 
возможностей
различных дл
аналогии с ре
делить совоку
ных по темпер
для которых d
направлений 
Δk(ϕ, θ) изме
бильной. Вдол
но в общем сл
Направления,
пределения Ф
ниями НКТС
рисунке 12 пр
максимальны
правлениям Ф
ствия (сплошн
в диапазоне 

,0265÷1,0967
имеют различ
ния (значения
углы даны в п
подписях). 

Таким об
ком диапазо
может быть п
НКТС. Очев
возможно д
процессов п
частоты (ГС
разностной ча

 

пределение р
при ГВГ на д
действия сущ
окрестности
елением для 
клонениям ос
жим НКТС. Э
исимость, при
210 °С. 
о, что это не 
 имеет мест
й получения
линах волн бы
ежимом НКЧ
упность напр
ратуре взаим
dΔk(ϕ, θ)/dT =
в общем 

еняется, но 
ль направлен
лучае величи
, в которых 
ФС и НКТВ, я

: (НКТС) = (
риведены рас
е значения 
ФС, и направл
ная линия). И

0,994÷1,20
7 мкм. Все о
чные направл
я длин волн
подрисуночн

бразом, в шир
не длин во
получен реж
идно, что э
для различн
преобразован
СЧ, генерац
астоты и ПГС
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режима НКТС
длине волны 
ществует срез
и этого напра
процессов п
си лазерного
Эксперимент
иведенная на

единственны
то режим НК
я этого режи
ыло предлож
ЧС (см. рис. 8
равлений нек
модействий (Н
= 0 [11]. Вдол
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ний ФС Δk(ϕ,
ина dΔk(ϕ, θ)/
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спределения 
которых (св
ления НКТВ
Из этих резул
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они 
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ро-
олн 
жим 
это 
ных 
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ции 
С). 

Рис.
и НКТ
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С приведено 
1,0642 мкм в
з (ϕ = 67°, 
авления dΔk/d
по другим па
о излучения о
тально при н
а рис. 11. Ши

ый процесс п
КТС. Для ан
има на 
жено по 
8) опре-
критич-
НКТВ), 
ль этих 
личина 
рмоста-
, θ) = 0, 
/dT ≠ 0. 
ся рас-
правле-
ТВ). На 
эффективно
ветлые облас
 для случая Г
льтатов видно
режим НК

. 12. Дисперси
ТС при ГВГ в к

Ри
тив
тем
ста
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θ = 71°), дл
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реобразовани
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сти преобраз
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ГВГ sff-типа 
о, что НКТВ 
КТС — в 
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ис. 11. Зависим
вности преобр
мпературы при
алле КТР sff-ти

9, 10]. Было 
KTP для sff-
ля которого 
тветствии с 
лине волны 
ия ФС) реа-
талла была 
й при нагре-
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циональных 

зования (2), 
ствуют на-
взаимодей-
существует 
диапазоне 

й НКТВ 
Р sff-типа

 
мость эффек-
разования от 
и ГВГ в кри-
ипа 



в

л
в

Н
п
т
т
д
н
(т

Р
у
к

р
э
ч

в
в

Р
с
в

В работе 
в кристалле L

ляет определи
в случае ГВГ 

Все основ
Но этот режи
представлены
типа взаимод
температурах
диапазоне тем
неизменным. 
температурно

 

Рис. 14. Дисп
угла ФС при р
кристалла ZGP

 

До настоя
ряются тольк
тих данных 
числить темпе

Выше рас
вания частоты
вим этот режи

Рис. 13. Завис
сти преобразов
в кристалле LB

[12] рассматр
LBO длиной 

ить, что полу
в кристалле 
вные результ
им возможен
ы зависимост
действия при 
х (рис. 14). Из
мператур от 
Это соответ
ой зависимос

персионная з
различных тем
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МЕТОД МНИМОГО ВРЕМЕНИ 
В ФИЗИКЕ СИЛЬНЫХ ЛАЗЕРНЫХ ПОЛЕЙ 

С. В. Попруженко 
Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ», г. Москва 

Введение 
В теоретической физике широко используется подход, основанный на 

формальном рассмотрении некоторых величин, являющихся по своему 
физическому смыслу вещественными, как комплексных функций ком-
плексного аргумента. Такое расширение области определения позволяет 
применять мощные методы теории функции комплексного переменного и 
другие эффективные математические приемы для решения задач, рас-
смотреть которые иными способами оказывается гораздо сложнее или 
вообще не удается. В качестве общеизвестных примеров можно указать на 
исследование свойств амплитуды рассеяния как аналитической функции 
комплексных энергии или волнового вектора в квантовой механике [1] 
или на метод комплексного потенциала в гидродинамике несжимаемой 
идеальной жидкости [2].  

В связи с быстрым прогрессом лазерной техники, позволяющим полу-
чать в лабораториях все более сильные и короткие лазерные импульсы, раз-
витие аналитических методов описания взаимодействия сильных электро-
магнитных полей с атомами, молекулами и другими квантовыми системами 
остается актуальной задачей в течение нескольких последних десятилетий. 
В данной статье кратко излагаются принципы одного из таких методов, из-
вестного как «метод мнимого времени». Метод мнимого времени, впервые 
сформулированный в работах А. М. Переломова и В. С. Попова в середине 
60-х годов прошлого века [3], имеет много общего с методом Ландау — 
Дыхне [4], предложенным несколько ранее для решения задачи о возбужде-
нии квантового осциллятора с переменной во времени частотой. 

В статье показано, каким образом метод мнимого времени может быть 
введен на примере вычисления амплитуд сильно нелинейных квантовых 
процессов в интенсивном электромагнитном поле и как он позволяет вве-
сти в рассмотрение классические траектории заряженной частицы в ком-
плексном пространстве и времени. Представление амплитуд на языке 
классических комплексных траекторий не только значительно упрощает 
численные расчеты, но и позволяет построить наглядную (хотя и фор-
мальную) картину квантовых процессов, обладающую большой предска-
зательной силой и позволяющую исследовать новые эффекты. В качестве 
примера в статье дается приложение метода мнимого времени к описанию 
кулоновских эффектов в спектрах нелинейной ионизации атомов — зада-
ча, для решения которой этот метод оказался наиболее эффективным, 
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а возможно, и единственным, позволившим получить количественно кор-
ректные результаты ценой относительно несложных вычислений. 

Подробное изложение техники метода мнимого времени и его прило-
жений в атомной физике сильных лазерных полей можно найти в обзорах 
[5—8]. 

1. Приближение сильного поля 
Основная идея, позволяющая аналитически развить непертурбативное 

описание квантовых процессов в интенсивном лазерном поле, была пред-
ложена в известной работе Л. В. Келдыша [9]. Она заключается в том, 
чтобы использовать в качестве волновых функций конечного состояния 
системы «атом + сильное лазерное поле» плоские волковские волны —
точные решения уравнения Шрёдингера (или — для релятивистских час-
тиц — уравнений Кляйна — Гордона или Дирака) в поле плоской элек-
тромагнитной волны [10]. В случае, когда релятивистские эффекты несу-
щественны, что, например, для лазера с длиной волны около 1 мкм отве-
чает интенсивности, не превышающей 1018 Вт/см2, можно использовать 
простейший вариант волковской функции — решение нерелятивистского 
уравнения Шредингера в дипольном приближении: 

( )
( )

( ) ( )2
3/2

0

1
, exp

22

tt im
r t i dt t

  ′ ′Ψ = − 
π   

p
p p

v r
v

 
.  (1) 

Здесь m  — масса электрона, а ( ) ( )e t
t

m
−

=p
p A

v  — его скорость в поле 

лазерной волны, задаваемой векторным потенциалом ( )tA ; e  — заряд 

электрона, а p  — его канонический импульс — величина, сохраняющаяся 

в поле ( )tA  и совпадающая с кинематическим импульсом, измеряемым 

детектором, при условии, что электрическое поле волны достаточно быст-
ро выключается во времени. В случае фемтосекундных лазерных импуль-
сов это условие всегда выполняется. В более длинных импульсах нужно 
учитывать эффект пондеромоторного рассеяния (см., например, раздел 3 
обзора [7] и ссылки в нем). Далее мы будем использовать атомную систе-
му единиц: 1e m= = = . 

В приближении Келдыша, которое также часто называется в литерату-
ре приближением сильного поля, амплитуда ионизации атомной системы 
записывается в виде 

( ) ( ) 0pM i V t dt
+∞

−∞

= − Ψ Ψp ,   (2) 
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где ( ) ( ) { }0 0, exp pt iI tΨ =r rφ  — волновая функция связанного состояния с 

потенциалом ионизации pI , а энергия взаимодействия электрона с элек-

трическим полем волны ( ) ( )t t= −E A&  имеет вид ( ) ( )V t t= E r . 

2. Метод мнимого времени 
После вычисления пространственного интеграла амплитуду (2) можно 

представить в виде 

( ) ( ) ( )( )2

0

, exp
2

t

p

i
M P t iI t t dt dt

+∞

−∞

  ′ ′= + + ≅ 
  

 p p p A   

( ){ }0exp ,iW t dt
+∞

−∞

≅  p .   (3) 

Здесь ( ),P tp  — предэкспоненциальный фактор, возникающий от интег-

рирования по пространству и определяемый видом волновой функции 
связанного состояния. Для дальнейшего изложения конкретный вид этой 
функции неважен. Как будет показано ниже, фаза ( )0 ,W tp  представляет 

собой классическое действие для электрона в поле лазерной волны. В 
сильном низкочастотном поле, определяемом неравенствами 

0 1pI
K = >>ω , 

2
0
3

1F

E
z = >>

ω
,     (4) 

где 0E  есть амплитуда электрического поля ( )tE , а ω — его частота, фаза 

в (3) велика в силу параметров 0K  и Fz  (которые называются соответст-

венно параметром многоквантовости [5] и параметром сильного поля 
[11]), что позволяет вычислить интеграл по времени в (3) методом перева-
ла. Условие для перевальных точек st  имеет вид 

0 0
W
t

∂ =∂ ,   т. е. ( )( )2
2 0s pt I+ + =p A .  (5) 

Из уравнения (5) очевидно, что все его решения st  комплексны. Неслож-

ный анализ функции ( )0 ,W tp , который мы здесь не приводим, показыва-

ет, что контур интегрирования всегда должен проводиться через точки, 
лежащие в верхней полуплоскости комплексного времени. Нумеруя эти 
точки индексом α, можем записать амплитуду (3) в виде суммы вкладов 
всех таких точек: 

( ) ( ) ( ){ }0, exp ,s sM P t iW tα α
α

≈p p p .  (6) 
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Формула (6) представляет собой стандартный результат применения 
метода перевала для вычисления интегралов от быстроосциллирующих 
функций. Важно, однако, что это выражение допускает простую классиче-
скую интерпретацию. Действительно, если рассматривать комплексную 
величину st  как начальный момент времени движения электрона в поле 

( )tE , то несложно убедиться в следующем: величина ( )0 , sW tp  представ-

ляет собой действие, вычисленное вдоль траектории 

( ) ( )0 ( , )
s

t

s

t

t t t t dt′ ′= − + r p p A ,         (7) 

являющейся решением уравнения Ньютона в комплексном времени 

( )0 t= −r E&&          (8) 

с граничными условиями  

( ) 0st =r , ( )T =pv p .        (9) 

В отличие от обычной задачи классической механики, в которой выбор 
начального момента времени произволен, здесь он определяется условием 
(5); кроме того, скорость задается не в начальный, а в конечный момент 
времени T  (в аналитических расчетах удобно устремлять T  к бесконеч-
ности), в начальный же момент времени она оказывается чисто мнимой 
величиной. Фаза ( )0 , sW tp  может быть представлена в виде 

( ) ( )0 0 0,
s

s

T

p p t
t

W t L I dt
+∞

= − −p v r ,   (10) 

где L0(r, v) = v2/2 + E(t)r — функция Лагранжа электрона в поле E(t), и 
поэтому (10) представляет собой классическое укороченное действие 
(термин «укороченное» связан с наличием слагаемого –Ip, имеющего 
смысл начальной энергии системы [12]). 

Таким образом, амплитуда нелинейной ионизации атома в сильном 
лазерном поле может быть представлена в виде суммы вкладов: 

( ) ( ){ }0 0exp , ,sM iW t Tα
α

≈   p r p ,  (11) 

вычисленных вдоль классических траекторий (7), которые представляют 
собой решение уравнения движения (8) в комплексном времени и про-
странстве. Поскольку действие W0(p, t) — аналитическая функция време-
ни (предполагается, что таковой является поле волны E(t)), то интегриро-
вание по времени в (10) можно осуществлять вдоль любого контура, со-
единяющего точки st  и T  (рис. 1). Изложенная выше процедура составля-

ет суть метода мнимого времени (ММВ). Амплитуды более сложных про-
цессов в сильных лазерных полях, таких как генерация высоких гармоник 
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лазерного излучения, многоэлектронная ионизация и др., также выража-
ются в виде интегралов, содержащих в показателе экспоненты большие по 
величине классические действия, поэтому и они могут быть представлены 
в виде суммы вкладов классических комплексных траекторий. 
 

 
 

Рис. 1. Контуры интегрирования в комплексном времени, соединяющие началь-
ный момент движения ts, определяемый из (5), и момент T, в который электрон 
регистрируется детектором. Обычно в ММВ используется контур, состоящий из 
двух прямых отрезков, однако интегрирование вдоль любого другого контура при-
ведет к тому же результату. 

 

     
Рис. 2. Импульсные распределения фотоэлектронов при ионизации атома водоро-
да линейно поляризованным (вдоль вертикальной оси) лазерным полем с длиной 
волны 800 нм и интенсивностью 1014 Вт/см2. Слева — распределение, полученное 
из точного численного решения зависящего от времени уравнения Шредингера, 
справа — распределение, вычисленное в приближении Келдыша 
 

Можно указать на два существенных преимущества применения ММВ 
по сравнению с вычислениями, не привлекающими понятия классических 
траекторий. Во-первых, язык траекторий позволяет наглядным образом 
(хотя и упрощенно) интерпретировать квантовую динамику атомной сис-
темы в поле лазерного излучения и поэтому обладает значительной пред-
сказательной силой. Именно понятие об электроне, движущемся вдоль 
определяемой лазерным полем классической траектории, которая может 

 Im t 

 Re t 

p
⊥
(au) p

⊥
(au) 

0 
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возвращаться к атому, позволило объяснить эффекты генерации высоких 
гармоник [13] и многократной некаскадной ионизации [14] и научиться 
управлять этими эффектами. Управление излучением высоких гармоник 
атомами в сильном лазерном поле лежит в основе аттосекудной физики, 
интенсивно развивающейся в последние годы (см., например, обзор [15] и 
ссылки в нем). 

Во-вторых, ММВ позволяет развить специфическую теорию возму-
щений по действию, учитывающую влияние кулоновского взаимодействия 
между фотоэлектроном и родительским атомом на процесс ионизации. Из 
формул (1)—(3) очевидно, что в приближении Келдыша это взаимодейст-
вие полностью отброшено. Между тем оно существенно влияет как на вид 
импульсных распределений фотоэлектронов, так и на полную вероятность 
ионизации. Приведенные на рис. 2 импульсные распределения, рассчи-
танные для случая ионизации атома водорода, дают понятие о характер-
ном масштабе этих отличий. В следующем разделе показано, каким обра-
зом влияние кулоновского взаимодействия на ионизацию может быть ко-
личественно учтено с помощью ММВ. 

3. Влияние кулоновского взаимодействия 
Предположим, что помимо лазерного поля E(t), где траектория элек-

трона (7) легко вычисляется аналитически, присутствует еще дополни-
тельная сила F(r), которая хотя и мала в большей части пространства по 
сравнению с лазерной, все же может оказывать существенное влияние на 
движение электрона. Наиболее важным примером такого рода является 
кулоновское взаимодействие электрона с имеющим заряд Z атомным ос-
товом, определяемое выражениями 

( ) 3C

Z

r
= − rF r , ( )C

Z
U r

r
= − .       (12) 

При выполнении неравенств (4) амплитуда колебаний электрона в лазер-
ном поле, задающая пространственный масштаб траектории (7), обычно 

велика по сравнению с атомным размером 1 / 2a pr I≈ , а также с расстоя-

нием 0 0/r Z E≈  от атома, на котором кулоновская сила равна по абсо-

лютной величине лазерной. Поэтому влияние кулоновского взаимодейст-
вия на траекторию и его вклад в действие фотоэлектрона можно учесть по 
теории возмущений. Вместо уравнения (8) нужно решить уравнение 

( ) 3

Z
t

r
= − − rr E&& ,    (13) 

принимая величины (7), (10) за нулевое приближение и отыскивая куло-
новские поправки к ним: 

( ) ( ) ( )0 1 ,t t t= + +r r r Κ  ( ) ( ) ( )1t t t= + +pv v v Κ.  (14) 
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Ограничиваясь членами нулевого и первого порядка по кулоновскому по-
лю, получим, что к действию прибавляются поправки двух типов: из-за 
добавления к функции Лагранжа энергии кулоновского взаимодействия и 
из-за искажения кулоновским полем траектории фотоэлектрона, W = W0 + 
+ WC1 + WC2, где 

( )
( )1 0 2

0s s

T T

C C

t t

dt
W U t dt Z

t
= − =   r

r
,  (15) 

( ) ( )2 0 1 00 0

s

T

C

t

W L L dt = + −  r r r .   (16) 

Внеинтегральное слагаемое в (10) также получает соответствующее при-
ращение. Таким образом, вклад в амплитуду нелинейной ионизации от 
каждой стационарной точки умножается на два комплексных фактора, 
зависящих от импульса, параметров лазерного поля и атома: 

( ) [ ]{ } ( )0 1 2 1 2exp C CM i W W W Q Q Mα α α α α α α∝ + + ≡p p% . (17) 

Несмотря на то что действия (15) и (16) малы по абсолютной величине 
относительно W0(p, ts), они велики по сравнению с единицей, и поэтому их 
учет приводит к значительной модификации фотоэлектронных спектров. 

Прежде чем обсудить некоторые примеры применения изложенной 
выше техники для расчета спектров фотоионизации, сформулируем кратко 
принципиальные трудности, которые могут возникать при вычислении 
кулоновских поправок ММВ. 

1. Кулоновская сила не везде мала по сравнению с лазерной, а в начале 
координат, откуда стартует невозмущенная траектория (7), расходится. 

2. Кулоновская поправка (15), вычисленная вдоль невозмущенной тра-
ектории в лазерном поле, логарифмически расходится на нижнем пределе. 

3. Поправки к функции Лагранжа, входящие в действия (15) и (16), не 
являются аналитическими функциями комплексного времени, имеют на 
комплексной плоскости точки ветвления и разрезы, и поэтому выбор кон-
тура интегрирования требует специального рассмотрения. 

Первые две проблемы решаются путем сшивания решения уравнения 
(13) и действий (15), (16), найденных вдали от атома, в области r >> r0, с 
соответствующими величинами, вычисленными вблизи атома с учетом 
только кулоновского поля. Такая сшивка оказывается возможной благода-
ря характерному для квазиклассического приближения перекрытию об-
ластей применимости противоположных приближений. Технически про-
цедура сшивания достаточно трудоемка. Ее подробное описание можно 
найти в разделе 6.2 обзора [7]. 

Свойства функции ( )2
01 / , tr p  в плоскости комплексного времени 

для траектории в линейно поляризованном лазерном поле также описаны 



106 

в обзоре [7] и более подробно — в недавней работе [16]. Оказывается, 
точки ветвления образуют пары, разделенные щелью, величина которой 
растет с ростом проекции импульса фотоэлектрона на направление поля-
ризации поля [16]. От точек ветвления начинаются разрезы, уходящие в 
бесконечность вдоль мнимой оси. Топология расположения точек ветвле-
ния и разрезов такова, что всегда можно проложить контур интегрирова-
ния, соединяющий точки ts и T без пересечения разрезов, но общеприня-
тый контур с вертикальным опусканием на вещественную ось от стацио-
нарной точки возможен не при любых значениях импульса. Характерное 
расположение точек ветвления, разрезов и возможного контура интегри-
рования показано на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Качественная картина расположения точек ветвления и разрезов функции 

( )2
01 / , tr p

 
в плоскости комплексного времени при ионизации линейно поляризо-

ванным лазерным полем. В случае достаточно большого поперечного импульса 
точки ветвления расположены так, что интегрирование вдоль «стандартного» кон-
тура, показанного на рис. 1, невозможно. 

 
 

4. Примеры применения ММВ 
Приведем несколько примеров использования ММВ для расчета спек-

тров фотоэлектронов и скорости ионизации атомов и ионов с учетом ку-
лоновских эффектов.  

4.1. Скорость ионизации атомов и ионов 
в сильном линейно поляризованном лазерном поле 

 

Введенные выше амплитуды (11) и (17) определяют дифференциаль-
ную вероятность ионизации на элемент импульсного пространства d 3 p: 

( ) 2 3( )dw M d p=p p .   (18) 

 Im t 

 Re t 
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Полная вероятность (скорость) ионизации получается интегрированием 
(18) по всем возможным значениям энергий электронов и углов их вылета 
и делением результата на длительность лазерного импульса. На практике, 
c учетом экспоненциального спадания вероятности ионизации при росте p, 
оказывается достаточным разложить действие квадратично по импульсам 
вблизи точки p = 0 и вычислить получившийся гауссов интеграл. По этой 
же причине для вычисления кулоновской поправки к полной вероятности 
ионизации нужно рассмотреть лишь траекторию, отвечающую p = 0, ко-
торая в линейно поляризованном монохроматическом поле E(t) = 
= E0 cos(ωt) имеет вид r0(p = 0, t) = – (E0/ω2)(cos(ωts) – cos(ωt)). Вдоль этой 
траектории кулоновские поправки могут быть вычислены в замкнутой 
аналитической форме. Подробности вычислений приведены в обзоре [7]. 
Их результат сводится к возникновению значительного по величине куло-
новского фактора в скорости ионизации W : 

0CW Q W= , 
2ν 2ν

2 2
1 , e 2,718... .

eCQ
F

−γ   = + =   
   

 (19) 

Здесь W0 — скорость ионизации, вычисленная без учета кулоновского 
взаимодействия (формально это отвечает случаю отрицательного иона, 
имеющего тот же потенциал ионизации, что и реальный атом), 
F = E0/(2Ip)

3/2 << 1 — приведенное лазерное поле (величина Ech = (2Ip)
3/2 

имеет смысл характерной напряженности электрического поля в атоме, на 

уровне с потенциалом ионизации Ip), / 2 pZ Iν =  — эффективное главное 

квантовое число уровня и 02 /pI Eγ = ω  — параметр Келдыша [9].  

Фактор (19) увеличивает скорость ионизации на много порядков. 
В туннельном режиме, γ << 1, второй сомножитель в (19) близок к едини-
це — в таком виде кулоновский фактор был получен в работе [3] с помо-
щью ММВ, впервые сформулированного там же. В многофотонном режи-
ме, γ >> 1, второй сомножитель становится малым и отчасти подавляет 
кулоновский фактор, который, тем не менее, остается большим. Масштаб 
кулоновских поправок иллюстрируется графиками зависимости скорости 
ионизации многозарядного иона ксенона от интенсивности лазерного 
излучения, показанными на рис. 4. Скорость ионизации, вычисленная 
в приближении Келдыша без учета кулоновского взаимодействия, пока-
зана кривой sr. Домножение на кулоновский фактор приводит 
к увеличению вероятности ионизации на 9 (!) порядков (кривая new), 
причем оба сомножителя одинаково важны: их величина составляет 
порядка 1018 и 10−9 соответственно. Кривой tunnel показана скорость 
ионизации, вычисленная по статической туннельной формуле, т. е. для 
γ = 0. 
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Рис. 4. Скорость ионизации Xe17+ полем рентгеновского лазера с энергией фотона 
93 эВ (13 нм). Состояние 4p0 с потенциалом ионизации 434 эВ. Треугольники — 
скорость, найденная численным интегрированием зависящего от времени уравне-
ния Шредингера; sr — результат расчета по теории Келдыша без учета кулонов-
ского взаимодействия, т. е. для уровня в короткодействующем потенциале; new — 
с учетом кулоновского фактора QC; tunnel — скорость ионизации, рассчитанная по 
туннельной формуле с учетом кулоновского взаимодействия, но для нулевого зна-
чения параметра адиабатичности 

 

4.2. Новые типы траекторий 
Кулоновское поле не только количественно деформирует траектории 

электронов, но и порождает новые, качественно меняя характер интерфе-
ренционной картины в спектре фотоионизации. В поле с линейной поля-
ризацией на каждом лазерном периоде имеется две траектории (7), отве-
чающие одному и тому же значению конечного импульса. На рисунке 5 
они обозначены номерами I и II. Вдоль этих траекторий сохраняется попе-
речная по отношению к поляризации скорость электрона. Кулоновское 
поле разрушает этот интеграл движения, в результате чего появляются 
новые типы траекторий, вдоль которых поперечная проекция скорости 
меняет знак (обозначены номерами III и IV). Вклады новых траекторий 
интерферируют друг с другом и с вкладами траекторий I и II, создавая 
характерную картину, которая была обнаружена в эксперименте по иони-
зации метастабильных состояний ксенона полем инфракрасного лазера с 
длиной волны около 7 мкм [17]. Импульсное распределение фотоэлектро-
нов, измеренное в эксперименте [17], показано справа на рис. 5. Расчеты, 
выполненные ММВ с учетом кулоновских траекторий [17, 18], продемон-
стрировали, что именно эти траектории приводят к появлению вертикаль-
ных интерференционных полос, хорошо различимых на эксперименталь-
ном графике. Интерференционные структуры, порождаемые кулоновским 
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взаимодействием, было предложено использовать для фотоэлектронной 
голографии атомных и молекулярных систем [17]. 

 

 
Рис. 5. Слева — возможные траектории фотоэлектрона в лазерном поле, поляризо-
ванном горизонтально (вдоль оси z), вычисленные с учетом кулоновского взаимо-
действия с атомным остатком. Все траектории отвечают одному и тому же значе-
нию импульса. Справа — импульсное распределение фотоэлектронов в плоскости 
(px, pz), измеренное в работе [17] для случая ионизации метастабильного состояния 
6s атома ксенона лазерным полем с длиной волны 7 мкм и интенсивностью поряд-
ка 1012 Вт/см2  

 

4.3. Асимметрия угловых распределений 
В линейно поляризованном лазерном поле импульсные распределения 

фотоэлектронов существенно деформируются кулоновским взаимодейст-
вием, но остаются при этом симметричными относительно направления 
поляризации и перпендикулярной ему плоскости (речь идет о достаточно 
длинных импульсах, содержащих большое количество оптических перио-
дов; в ультракоротких лазерных импульсах возникает дополнительная 
асимметрия, обусловленная наличием резкой временной огибающей). 
В лазерном поле с эллиптической или круговой поляризацией траектории 
электронов становятся двумерными, но в отсутствие кулоновского поля 
они остаются симметричными относительно большой и малой осей эллип-
са поляризации. На рисунке 6, а такие траектории, отвечающие углу выле-
та 30о относительно малой оси эллипса, показаны сплошными линиями. 
Угловое распределение фотоэлектронов обладает тем же уровнем симмет-
рии. Характерное угловое распределение, вычисленное в рамках прибли-
жения сильного поля без учета кулоновского взаимодействия, показано на 
рис. 6, б; углы вылета, отвечающие показанным слева траекториям, обо-
значены точками. 

 

  x
 

 z 
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Рис. 6. Слева — траектории фотоэлектрона, отвечающие направлению вылета 60о 
по отношению к большой оси эллипса поляризации в случае ионизации атома во-
дорода лазерным импульсом с длиной волны 800 нм, интенсивностью 1014 Вт/см2 
и эллиптичностью 0,5: сплошные линии — (симметричные) траектории, вычис-
ленные без учета кулоновского взаимодействия; штриховые линии — траектории, 
стартующие с тем же начальным условием, но затем искаженные кулоновским 
полем. Соответствующие угловые распределения изображены справа. Там же 
сплошной черной линией показано распределение, полученное из точного числен-
ного решения зависящего от времени уравнения Шредингера. Из работы [20] 

 
Кулоновское взаимодействие приводит к закручиванию траекторий 

(показаны на рис. 6, а пунктирными линиями) и деформации угловых рас-
пределений. В результате возникает качественный эффект разрушения 
четырехкратной симметрии угловых распределений в эллиптически поля-
ризованном лазерном поле, наблюдающийся в эксперименте [19, 20]. 
Применение ММВ позволяет найти траектории с учетом обоих полей и 
вычислить угловые распределения, которые, как и следовало ожидать, 
обладают только центральной симметрией [20, 21]. 

Отметим, что так же, как и в случае кулоновских поправок к скорости 
ионизации, эффект оказывается относительно большим по величине: угол 
поворота распределения, показанного на рис. 6, составляет около 60о. На 
самом деле распределение не только поворачивается, но и деформируется 
из-за того, что вдоль разных траекторий электроны по-разному замедля-
ются кулоновским полем. Суммарное действие этих двух факторов созда-
ет показанный на рис. 6 эффект. Рассчитанное методом мнимого времени 
угловое распределение хорошо воспроизводит результат численного ин-
тегрирования нестационарного уравнения Шредингера, подтверждая, та-
ким образом, количественную точность ММВ.  

Заключение 
Помимо упомянутых в этой статье, метод мнимого времени имеет и 

другие эффективные приложения к теории нелинейных квантовых эффек-

 x 
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тов в интенсивном электромагнитном поле. В частности, он применялся 
для рассмотрения ионизации в релятивистском режиме, вычисления спи-
новой поправки к скорости ионизации и расчета импульсных распределе-
ний фотоэлектронов в сверхкоротких лазерных импульсах. Эти приложе-
ния ММВ подробно обсуждаются в обзоре [8]. Поправки к действию и 
вероятности ионизации могут, конечно, быть найдены не только для куло-
новского взаимодействия, но и в других случаях, в частности для систем, 
связанных дипольным взаимодействием (так называемые дипольные 
анионы) либо имеющих значительный постоянный или наведенный ди-
польный момент (некоторые большие молекулы), эффект от которого мо-
жет конкурировать с кулоновским. Задача о вычислении кулоновского 
фактора, возникающего вследствие дипольного взаимодействия, остается 
пока нерассмотренной. 
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АТМОСФЕРНЫЕ БЛОКИНГИ 
И СВЯЗАННЫЕ С НИМИ КЛИМАТИЧЕСКИЕ АНОМАЛИИ 

И. И. Мохов 
Институт физики атмосферы им. А. М. Обухова РАН, г. Москва 
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова 
Московский физико-технический институт, г. Долгопрудный 

Введение 
Сильнейшие региональные погодно-климатические аномалии, завися-

щие от глобальных изменений климата, связаны с атмосферными блокин-
гами — блокированием западного зонального переноса в тропосфере сред-
них широт с формированием длительных, до двух месяцев, аномалий цир-
куляционного и термического режимов, приводящим к засухам летом и 
сильным морозам зимой. Согласно имеющимся оценкам, есть существен-
ный риск усиления региональной блокинговой активности со зна-
чительными последствиями при продолжении глобального потепления. При 
этом для процессов формирования атмосферных блокирований, их измене-
ний и последствий характерны существенно нелинейные эффекты [1—44].  

На фоне тенденции глобального потепления климата три последних 
десятилетия были по данным наблюдений самыми теплыми у поверхности 
Земли (с XIX века). И хотя с начала XXI века отмечается эффект замедления 
глобального потепления, последние годы были самыми теплыми на Земле. 
При этом скорость потепления в высоких широтах значительно больше гло-
бальной и полушарной скорости (так называемое полярное усиление).  

В России, как в северной стране, потепление идет существенно быстрее, 
чем для Земли в целом. В последние десятилетия скорость приповерхност-
ного потепления в России в целом более чем вдвое превышала глобальную, 
а в отдельных регионах более чем в 4 раза. При этом количество опасных 
гидрометеорологических явлений со значительным социально-экономи-
ческим ущербом и общее число метеорологических опасных явлений 
в России значимо увеличивались в течение последних двух десятков лет. 
На рисунке 1 представлено изменение числа опасных атмосферных 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1. Изменение числа опасных атмо-
сферных (метеорологических) явлений 
в России (по данным Росгидромета) 
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(метеорологических) явлений в России по данным Росгидромета. В част-
ности, в последние 5 лет количество гидрометеорологических явлений в 
России со значительным социально-экономическим ущербом было как 
минимум вдвое больше, чем в последние 5 лет XX века.  

Особенности режимов блокирования 
и механизмы их формирования 

Физические механизмы формирования атмосферных блокингов доста-
точно хорошо исследованы, но при этом остается много проблем. Форми-
рование блокингов плохо предсказуемо, и результаты модельных оценок 
тенденций изменения блокинговой активности сильно различаются. 
В значительной степени неопределенности количественных характеристик 
атмосферных блокингов связаны с разными их проявлениями и различием 
критериев их выделения, в том числе используются разные критерии для 
минимальной продолжительности блокингов — 5, 7, 10 сут. [2—24]. 

Скорость зонального переноса в тропосфере средних широт определя-
ется геострофическим балансом силы Кориолиса и градиента давления. 
При характерной для современной Земли трехъячейковой меридиональ-
ной циркуляции в тропосфере с нисходящими ветвями ячеек Хэдли и 
Ферреля и повышенным давлением в субтропических широтах (около 30°) 
и с восходящими ветвями ячейки Ферреля и полярной ячейки и понижен-
ным давлением в субполярных широтах (около 60°) геострофический ве-
тер в тропосфере средних широт направлен с запада на восток. Блокиро-
вание такого зонального потока должно быть связано с изменением гради-
ента давления в средних широтах. Это достигается, в частности, когда в 
более высоких широтах находится блокирующий антициклон, а в более 
низких — циклон. Подобный вихревой диполь может характеризоваться с 
позиций классической гидродинамики как пара точечных вихрей в веду-
щем потоке, скорость которого равна противоположно направленной ско-
рости движения вихрей [25] (см. также [26]). При этом относительно по-
верхности вихревая пара неподвижна.  

Блокирование может быть связано с особенностями обтекания по-
верхности (блокирование меридионального типа) или с крупномасштаб-
ной неустойчивостью зонального потока, приводящей к образованию 
мощной системы взаимодействующих антициклона и циклона (блокиро-
вание расщепляющегося типа) либо мощного гребня и двух циклонов 
(омега-блокирование). Блокирование с расщеплением линий тока в основ-
ном наблюдается над Атлантикой и Евразией, омега-блокирование на-
блюдается над океанами, блокирование меридионального типа практиче-
ски всегда отмечается в районе Уральских и Скалистых гор (см. [25]).  

Относительно просто диагностировать блокинги по изменению знака 
градиента геопотенциала между субполярными и субтропическими широ-
тами для достаточно протяженного (в несколько десятков градусов) долгот-
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ного сектора, при этом в течение достаточно продолжительного времени 
(обычно не менее 5 сут.). На этом основаны критерии Лежёнаса — Окленда 
[5], Тибальди — Молтени [6] и их модификации (см., например, [10, 13]).  

При обычном зональном переносе в тропосфере средних широт Се-
верного полушария меридиональный градиент геопотенциала направлен в 
сторону более низких широт с большой величиной градиента в широтном 
поясе 40° N — 60° N. Согласно простейшему критерию Лежёнаса — Ок-
ленда [5], если выполняются условия для LO-индекса I, определяемого на 
высоте H изобарической поверхности 500 гПа,  

40 N 60 N( ) ( ) ( ) 0,

[ ( 10) ( ) ( 10)] 0,

I H H

I I I
° °λ = λ − λ <

λ − + λ + λ + <
 

в течение не менее 5 суток, то в данном широтном поясе и диапазоне дол-
гот (λ) не менее 30° (с центрами 10°-х ячеек от λ – 10 до λ + 10) осуществ-
ляется блокирование. В работе [13] дополнительно предложен индекс ин-
тенсивности блокирования BI, характеризующий перепад высот геопотен-
циала на уровне 500 гПа для блокинга. 

Структура блокирующего образования расщепляющегося типа с дву-
мя одинаковыми по интенсивности вихрями разного знака завихренности, 
циклоном и более полярным антициклоном, понятна с точки зрения гид-
родинамики [25]. Пара точечных вихрей на расстоянии d с равными по 
величине и противоположными по знаку вихревыми зарядами χ1 = –χ, χ2 = 
= χ, χ > 0 движется перпендикулярно соединяющей их оси со скоростью  

U = χ/2πd. 

При этом вихрь с отрицательной (антициклонической) завихренностью 
находится справа (полярнее) по направлению движения. Такая пара вих-
рей (диполь), движущаяся с востока на запад в ведущем западном потоке 
со скоростью геострофического ветра, равной по величине, но противопо-
ложной по направлению скорости движения вихрей, будет неподвижна 
относительно Земли.  

Омега-блокирование, как и блокирование расщепляющегося типа, свя-
зывается с неустойчивостью струйного течения в атмосфере. Этот тип 
блокирования можно представить комбинацией из трех вихрей, располо-
женных в вершинах правильного треугольника (триполь): более полярного 
антициклона с вихревым зарядом χ1 = –χ и двух циклонов с вихревыми 
зарядами χ2 = χ3 = χ/2. Такой триполь должен двигаться вдоль оси, соеди-
няющей вихри χ2 и χ3, со скоростью  

3
,

4
U

r
χ= π  

где r — сторона треугольника [25]. При этом антициклонический вихрь χ1 
находится справа по направлению движения. В ведущем потоке, как в 
тропосфере средних широт (с запада на восток), подобный вихревой три-
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поль, движущийся с востока на запад со скоростью, равной по величине, 
но противоположной по направлению скорости зонального потока, ста-
ционарен относительно Земли.  

Существуют значительные различия в характеристиках блокирований, 
обнаруженных разными методами. В исследованиях [12, 27] проведено 
сравнение характеристик блокирований, детектируемых различными ме-
тодами, в том числе использовавшимися в работах [14] и [15], наряду с 
простейшим LO-индексом и его модификациями [10, 13]. Индекс блоки-
рования в работе [14] основан на анализе меридионального градиента по-
тенциальной температуры и потенциальной завихренности. Методом де-
тектирования блокирующих антициклонов, использовавшимся в исследо-
вании [15], определяется область повышенного давления или геопотенци-
альной высоты и внешний замкнутый контур вокруг локального максиму-
ма. К блокирующим относятся антициклоны, для которых выполняются 
условия квазистационарности (скорость смещения центра антициклона не 
превышает определенных пороговых значений).  

Явления блокирования, характеризуемые сочетанием квазистационар-
ных циклонических и антициклонических региональных режимов, обычно 
ассоциируются с блокирующими антициклонами. Это связано с тем, что 
при продолжительных квазистационарных антициклонах без облаков реа-
лизуются экстремальные температурные режимы — аномальная жара ле-
том и морозы зимой. На рисунке 2 представлены кумулятивные распреде-
ления для циклонов и антициклонов в зависимости от параметра превы-
шения, пропорционального их кинетической энергии, которая не меньше 
Ek ~ (Δp)2, где Δp — перепад давлений между центром вихря и его пери-
ферией [28, 29]. Согласно рис. 2 для крупных (за исключением самых 
мощных) атмосферных вихрей характерно экспоненциальное распределе-
ние в зависимости от энергии вихрей, как в статистике Больцмана. Мож-
но считать рассматриваемую систему каноническим ансамблем Гиббса, 
в котором океан играет роль термостата, а атмосфера является подсисте-
мой, где вихри — это флуктуации, распределенные по Больцману.  
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Рис. 2. Кумулятивное число (lg N) циклонов (слева) и антициклонов (справа) 
с кинетической энергией, превышающей E

k
 ~ (∆p)2 [(гПа)2] (ось абсцисс) 
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Существенные особенности отмечены на рис. 2 для хвостов распреде-
лений: с более быстрым, чем по экспоненте, уменьшением повторяемости 
наиболее мощных циклонов и более медленным — для повторяемости 
наиболее мощных антициклонов, к которым относятся блокирующие ан-
тициклоны. Это свидетельствует о повышенном риске региональных по-
годно-климатических аномалий, связанных с блокирующими антицикло-
нами, по сравнению с экспоненциальным распределением.  

Блокирование зонального переноса в тропосфере средних широт мож-
но объяснить как на вихревом «языке», так и на волновом — стациониро-
ванием волн Россби [8, 30]. Волны Россби, связанные с зависимостью си-
лы Кориолиса от широты (при наличии β-эффекта), распространяются с 
востока на запад со скоростью UR, которую в простейшей баротропной 
модели можно представить в виде  

UR ~ β m–2, 

где m — волновое число, β = 2Ωcosφ /R,  R и Ω — радиус и угловая ско-
рость вращения Земли, φ — широта. В тропосфере средних широт с зональ-
ным потоком с запада на восток со скоростью U при выполнении условия 
U = UR волна Россби стационарна относительно Земли. При этом вдоль ши-
ротного пояса чередуются m долготных секторов повышенного давления с 
антициклоническим режимом и пониженного — с циклоническим. Зимой с 
бóльшими, чем летом, меридиональным температурным градиентом и гео-
строфической скоростью зонального переноса в среднеширотной тропосфе-
ре условия стационирования волн Россби реализуются при меньших значе-
ниях m. Характерный пример стационирования волн Россби в тропосфере 
средних широт с m = 4 (или m = 5) — явления бабьего лета [30]. 

Тенденции изменений блокинговой активности 
В работах [31, 32] по многолетним данным наблюдений оценено уве-

личение характерных длительностей блокингов при общем потеплении. 
Эту связь, подтверждаемую и по многолетним данным реанализа, можно 
качественно объяснить с помощью модельных оценок. Например, пара-
метры чувствительности размера блокинга L и продолжительности τ  
к изменению температуры T могут быть представлены в виде  

1 1 1
,m

m

dHdL dU
L dT H dT U dT

−  

1 1 1
,

d dL dU
dT L dT U dT

τ −τ   

где U — характерная скорость ветра, Hm — интенсивность блокирующего 
антициклона, определяемая положительной аномалией геопотенциала [31, 
32].  

При простейшей оценке размера блокингов L масштабом Обухова для 
баротропной атмосферы LО ~ T1 /2 их протяженность должна расти с поте-
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плением (dL/dT = dLО /dT > 0). Согласно этим оценкам, в частности, бло-
кинги формируются и живут дольше в более теплой тропосфере при более 
слабой зональной циркуляции в тропосфере. Это следует ожидать в связи с 
уменьшением меридионального температурного градиента и геострофиче-
ской скорости ветра в тропосфере средних широт. При этом блокинги с 
уменьшающимися, неизменными или слабо увеличивающимися размерами 
при тропосферном потеплении должны становиться более слабыми, тогда 
как блокинги с достаточно сильно увеличивающимися при тропосферном 
потеплении размерами должны интенсифицироваться.  

Отмеченные тенденции в целом согласуются с оценками исследования 
[10], полученными по расчетам с использованием климатической модели 
общей циркуляции с увеличением содержания СО2 в атмосфере. В целом 
при ослаблении зональной циркуляции в тропосфере средних широт увели-
чивается риск прорыва холодных масс воздуха из Арктики и теплого возду-
ха из субтропиков. Это способствует увеличению изменчивости («нервоз-
ности») климата. Следует отметить, что при общем потеплении зональная 
циркуляция в тропосфере в отдельных широтных зонах может усиливать-
ся в связи с выхолаживанием стратомезосферы, усилением струйного те-
чения и квазициклическими процессами типа Северо-Атлантического ко-
лебания и Эль-Ниньо. Это может способствовать проявлению тенденции 
уменьшения характерного времени τ и характерного размера L для бло-
кингов или увеличению их интенсивности. В работе [33] показано, что 
резкие изменения крупномасштабной структуры атмосферных течений 
могут приводить к быстрому распаду блокинга. Анализ фазовых траекто-
рий и показателей Ляпунова позволил идентифицировать, когда происхо-
дят резкие изменения в общей атмосферной динамике. В частности, мож-
но выделить четыре различных сценария распада блокингов: при недос-
татке синоптической подпитки, при активной роли синоптических процес-
сов или при каждом из отмеченных режимов во взаимодействии с резким 
изменением характера атмосферных течений планетарного масштаба [33].  

В работе [34] для оценки интегрального эффекта климатических 
структурных образований в атмосфере и океане, в частности атмосферных 
блокингов, было предложено использовать специальную величину — ана-
лог действия S, которое имеет размерность [энергия]×[время] и определя-
ется интегрированием функции Лагранжа по времени. Для отдельных 
блокирующих антициклонов с интенсивностью I (характеризуемой пере-
падом давления между центром антициклона и его периферией), размером 
L (площадью ~L2) и временем жизни τ действие S можно оценить согласно  

S ~ ∫I(t)L2(t)dt. 
Интегрирование производится по времени t от 0 до τ, где τ — время жизни 
блокинга. Интегральное действие для ансамбля N вихрей определяется 
суммой значений действия для отдельных вихрей:  

SΣ ~
 Σ ∫ I(t)L2(t)dt.  
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Оценить интегральное действие N блокирующих антициклонов можно 
согласно  

2
a a aS NI LΣ τ  

с использованием средних значений для интенсивности (Ia), площади ( 2
aL ) 

и времени жизни τa блокирующих антициклонов. Согласно оценкам, по-
лученным в работе [34] в результате модельных расчетов, при потеплении 
в связи с увеличением содержания СО2 в атмосфере ожидается общий 
рост действия блокингов над континентами, в частности в холодный пе-
риод года, и для Северного полушария в целом. Полученные оценки сви-
детельствуют о том, что зимние морозы не противоречат глобальному по-
теплению.  

При климатических изменениях, в том числе температурного и цирку-
ляционного режимов, изменяются и режимы волн Россби, включая усло-
вия их стационирования. При U = UR  

dU/dT = –2UR(0)(dm/dT)/m. 
В случае  

dU/dT < 0 
следует  

dm/dT > 0.  
Это означает, что ослабление зонального потока при потеплении способ-
ствует стационированию волн Россби с бόльшим волновым числом и сле-
дует ожидать проявления в тропосфере средних широт стационарной 
структуры с чередованием менее протяженных по долготе антициклониче-
ских и циклонических областей. При изменениях климата наряду с измене-
нием условий стационирования волн Россби можно ожидать проявления 
эффектов пространственного резонанса планетарных волн [30, 35, 36]. 

В исследовании [27] проведен анализ возможных изменений атмо-
сферных блокирований по расчетам 10 климатических моделей в рамках 
международного проекта CMIP5 при различных RCP (Representative 
Concentration Pathways) сценариях антропогенных воздействий в XXI веке. 
Сопоставлялись характеристики блокирований, детектированных различ-
ными методами, в том числе использовавшимися в работах [5, 10, 13—15, 
37, 38]. При этом использовались разные версии метода, представленного 
в работе [15], с различными условиями блокирования (в частности, со 
смещением блокирующего антициклона с радиусом R за сутки не более 
чем на pR, где р = 0,3; 0,4; 0,5). При анализе результатов расчетов с пол-
ным ансамблем из 10 климатических моделей проводился также отбор 
моделей, наиболее адекватно воспроизводящих современные сезонные 
распределения повторяемости среднеширотных атмосферных блокирова-
ний в зависимости от долготы, в сопоставлении с полученными по данным 
реанализа. Ансамбли «лучших» моделей определялись из условия макси-
мальной корреляции долготных распределений среднесезонной частоты 
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блокирований по модельным расчетам и по данным NCEP/NCAR-
реанализа для 30-летнего периода 1976—2005 годов.  

На рисунке 3 представлены сделанные в работе [27] оценки вероятно-
сти превышения общей длительности летних и зимних блокирований в 
Евро-Атлантическом регионе (60° W — 60° E) в зависимости от длитель-
ности блокирования по модельным расчетам с ансамблем «лучших» моде-
лей для последнего 30-летия XXI века (2071—2100 годов) при разных 
сценариях RCP в сопоставлении с 30-летним периодом 1976—2005 годов 
(кривая XX на рис. 3). При этом условия блокирования определялись ана-
логично [38]. Согласно полученным модельным оценкам, при продолже-
нии глобального потепления в XXI веке увеличивается вероятность очень 
длительных летних и зимних атмосферных блокирований в средних ши-
ротах Северного полушария, в частности для сектора от Атлантики до 
Урала. Отмечено, что значимость возможных изменений блокирований 
различна для разных сезонов и сценариев, при этом оценки изменений 
экстремально длительных блокирований для полного ансамбля моделей 
(без выделения «лучших») получены менее значимыми.  

 

  
Рис. 3. Вероятность превышения общей длительности (сут.) летнего (слева) и зим-
него (справа) блокирования в Евро-Атлантическом регионе в зависимости от дли-
тельности блокирования по ансамблевым модельным расчетам для последнего 
30-летия XXI века при сценариях RCP4.5 и RCP8.5 в сопоставлении с 30-летним 
периодом 1976—2005 годов  

 

Наряду с долгопериодными изменениями климата с учетом антропоген-
ных воздействий заметное влияние на блокинговую активность в атмосфере 
оказывают более короткопериодные квазициклические глобальные и регио-
нальные климатические процессы, включая Эль-Ниньо / Южное колебание, 
Тихоокеанскую десятилетнюю осцилляцию, Северо-Атлантическое колеба-
ние, Атлантическую долгопериодную осцилляцию и др. [13, 34, 39—43]. 

Связанные с блокингами региональные 
погодно-климатические и экологические аномалии 

Сильнейшие региональные погодно-климатические аномалии, в том 
числе летняя засуха 2010 года на европейской территории России и ре-
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кордное наводнение на Амуре в 2013 году, связаны с атмосферными бло-
кингами. На рисунке 4 приведено меридиональное распределение повто-
ряемости атмосферных блокирований в Северном полушарии для разных 
лет с 1969 года по данным Global Climate Change Group (http://solberg.snr. 
missouri.edu/gcc). Лето 2013 года выделяется высокой продолжительно-
стью блокирования в атмосфере над Тихим океаном, а лето 2010 года — 
над Европой (см. [39—44]). 

 

 
Рис. 4. Меридиональное распределение повторяемости атмосферных блокирова-
ний в Северном полушарии по данным для разных лет с 1969 года (тонкие серые 
кривые) 
 

Насколько редки события с длительным атмосферным блокированием, 
в частности блокирования над Тихим океаном, инициировавшим рекорд-
ное наводнение на Амуре в 2013 году, можно оценить по рис. 5. Он харак-
теризует период повторяемости двух последовательных лет с длительно-
стью летнего блокирования в атмосфере не менее отмеченного на гори-
зонтальной оси числа блоко-дней (τΣ) в западно-тихоокеанском секторе 
130о E — 170о W средних широт Северного полушария по данным реана-
лиза для периода 1969—2013 годов. Период повторяемости τr в западно-
тихоокеанском секторе в двух последовательных годах общей длительно-
сти летнего блокирования 2013 года в соответствии с экспоненциальной 
аппроксимацией на рис. 5 — более 100 лет. На основании этих оценок в 
исследовании [41] возможность подобного длительного блокирования 
летом 2014 года была охарактеризована как очень маловероятная. 

С атмосферными блокирующими антициклонами связано и формиро-
вание аномальных режимов атмосферных примесей, от содержания кото-
рых зависит экологическая обстановка. Особое значение имеет проблема 
образования озоновых «мини-дыр» (ОМД) в атмосфере — региональных 
особенностей полей озона с пониженным общим содержанием озона 
(ОСО) в атмосферном столбе [45—48]. От величины ОСО зависит интен-
сивность приходящей солнечной ультрафиолетовой радиации. В областях 
 

Лето 2013 г. 

Лето 2010 г. 

Среднее 
распределение 
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Рис. 5. Период (годы) повторяемости τr двух последовательных лет с длительно-
стью летнего блокирования в атмосфере не менее отмеченного на горизонтальной 
оси числа блоко-дней τΣ (сут.) в западно-тихоокеанском секторе Северного полу-
шария по данным реанализа для периода 1969—2013 годов. Кривая — экспонен-
циальная аппроксимация  

 
формирования ОМД могут отмечаться опасные уровни биологически ак-
тивной солнечной радиации. В работах [47, 48] отмечено, что во время 
атмосферного блокирования летом 2010 года над европейской террито-
рией России отрицательные аномалии ОСО достигали значений около 
40 ед. Д. В работах [49—51] представлены результаты соответствующего 
анализа аномального содержания в атмосфере российских регионов аэро-
золя, угарного газа, формальдегида и двуокиси азота в связи с блокирова-
ниями и пожарами в летние сезоны 2010, 2012 и 2016 годов.  

Заключение  
Согласно модельным оценкам, при глобальном потеплении можно 

ожидать увеличение вероятности очень продолжительных блокирующих 
режимов в атмосфере, инициирующих сильнейшие региональные погод-
но-климатические и экологические аномалии.  

При невозможности точного долгосрочного (климатического) прогно-
за таких нелинейных процессов и явлений тем не менее потенциально 
возможно повысить предсказуемость режимов блокирования и их послед-
ствий при учете эффектов ключевых глобальных и региональных клима-
тических процессов, проявляющихся в годовом цикле и межгодовой из-
менчивости. С точки зрения краткосрочного и среднесрочного прогноза 
есть перспектива более адекватного учета процессов, характеристики ко-
торых могут быть предикторами для формирования атмосферных блокин-
гов. Полезными индикаторами при сохранении суммарного углового мо-
мента системы «Земля — атмосфера» являются угловая скорость враще-
ния Земли и суммарный момент импульса атмосферы. В частности, про-
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является связь блокирования в тропосфере с вариациями струйного тече-
ния выше по потоку относительно области формирования блокинга [39].  

Чрезвычайные события последних лет (в частности, аномальная жара 
и пожары на европейской территории России летом 2010 года и рекордное 
наводнение на Амуре в 2013 году) с особой остротой поднимают вопросы, 
связанные с климатическими изменениями и их последствиями, в том 
числе экологическими. Согласно модельным оценкам, необычайно про-
должительные режимы блокирования, с которыми связаны отмеченные 
аномалии, можно было ожидать [40, 41]. При оценке возможных измене-
ний блокинговой активности в атмосфере на фоне вековых тенденций не-
обходимо учитывать эффекты, связанные с внутривековыми квазицикли-
ческими глобальными и региональными процессами, в том числе явле-
ниями Эль-Ниньо, Северо-Атлантического и Арктического колебаний, 
Тихоокеанской десятилетней осцилляции, Атлантического и Тихоокеан-
ского долгопериодных колебаний.  

Работа выполнена в рамках проектов РФФИ и программ РАН.  
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любой векторной переменной Y(r, t), где r = (x, y, z) — радиус-вектор, 
а t — время, в этой группе методов ищутся в виде ࢅ = Re ൣ ࢅe(ି࢘௧)൧.         (1) 

Здесь i — мнимая единица, k = (kх, ky, kz) — волновой вектор, c = сr + ici — 
комплексная фазовая скорость, ࢅ(࢘, -комплексная амплитуда, мед — (ݐ
ленно меняющаяся в пространстве и времени: ቚଵࢅ డࢅడ௫ቚ ≪ ݇௫,   ቚଵࢅ డࢅడ௫ቚ ≪ ݇௬,   ቚଵࢅ డࢅడ௭ቚ ≪ ݇௭,   ቚଵࢅ డࢅడ௧ቚ ≪  (2)  .|ܿ|

При этом предполагается, что наиболее неустойчивая волна (т. е. волна с 
максимальным положительным Im c i |k|) определяет структуру развиваю-
щихся бароклинных возмущений. В приложениях метода нормальных мод 
уравнения, как правило, линеаризуются, что исключает исследование не-
линейных процессов. 

При использовании второй группы задача Коши решается при задан-
ных начальных условиях для нелинейных уравнений термогидромехани-
ки. Это позволяет анализировать не только линейные, но и нелинейные 
процессы бароклинной неустойчивости. 

В нашей статье дан обзор основных результатов, полученных разными 
авторами к настоящему времени и касающихся обоих методов анализа 
бароклинной неустойчивости. 

1. Линейная модель развития бароклинных возмущений 

Теоретические модели развития бароклинных волн в атмосфере были 
впервые предложены в 1947 году Дж. Г. Чарни [3] и в 1949 году  
Ю. Т. Иди [4]. В обоих случаях рассматривались квазигеострофические 
возмущения (т. е. движения, в которых горизонтальный градиент давления 
уравновешивается силой Кориолиса [1, 2] и изменением скорости ветра) с 
зональным волновым числом ky = 0. При этом также считалось, что ско-
рость ветра ݑത, на фоне которой развиваются бароклинные волны, зависит 
от давления  p (выбранного в качестве вертикальной координаты) линей-
но, с коэффициентом Λ. Существенное различие между моделями [3] и [4] 
состоит в том, что в первой работе движения рассматриваются на 
β-плоскости (т. е. в случае, когда параметр Кориолиса f = 2Ω sin φ, где 
Ω — угловая скорость вращения Земли, φ — географическая широта, 
представляется в линейном виде f  = f0 + βy c постоянными f0 и β; y = aφ — 
меридиональная координата, а — радиус Земли), тогда как во второй — на 
f-плоскости ( f ≡ f0). 

В модели [4] для слоя атмосферы между изобарическими уровнями p0 
(поверхность) и ଵ ≪ - (тропопауза) уравнение для амплитуды Ψ синоп
тических возмущений функции тока имеет вид 
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݅݇௫ሾݑത() − ܿሿ ቀ−݇௫ଶΨ + ݊ଶ ௗమஏௗమ ቁ = 0   (3) 

c граничными условиями ݅݇௫ൣݑത() − ܿ൧ ௗஏௗ + ݅݇௫ΛΨ = 0   при  j = 0, 1.      (4) 

Здесь n2 = p2 / LR
2, радиус деформации Россби LR = ( g H0 )

½ / f0 ~ 103 км, 
g — ускорение свободного падения, H0 — высота однородной атмосферы 
(экспоненциальный масштаб уменьшения плотности воздуха с высотой) 
и для простоты считается, что n2 = const. Из условия сохранения энергии 
следует, что если есть решение с фазовой скоростью распространения 
волн c1, то должно быть решение с фазовой скоростью c2 = сଵ∗ . Поэтому 
для доказательства наличия бароклинной неусточивости достаточно пока-
зать, что есть решения с чисто комплексными c. После деления уравнения 
(3) на (ݑത() − ܿ) получается уравнение, в котором множитель в круглых 
скобках из (3) приравнивается к нулю. Бароклинная неустойчивость воз-
никает при условии α < αc ≈ 2,4, где α = (kх / n )( p0 – p1 ). Скорость роста 
этих возмущений kх Im ci максимальна (что соответствует наиболее неус-
тойчивой моде) при α ≈ 1,75. Такая модель в целом воспроизводит основ-
ные особенности бароклинных возмущений в земной атмосфере.  

Для простейших оценок в выражении для n можно заменить p на 
½ ( p0 + p1 ), а затем положить p1 = p0 / 3 (это упрощает выкладки, хотя и 
несколько противоречит исходному предположению ଵ ≪ -). В таком слу
чае длина волны, соответствующая максимально неустойчивой моде, ока-
зывается равной 3,6LR (несколько тысяч километров), скорость её роста  (݇௫Im ܿ)୫ୟ୶ ≈ ଵതതതݑ) 0,31 −  ோ   (5)ܮ/(ଶതതതݑ

(эта величина получила название показателя Иди), где ݑଵതതത = ଶതതതݑ ,(ଵ)തݑ =  Последнее при u1 – u0 ~ 10 м/с приводит к характерному .(ଶ)തݑ
времени развития возмущений [(kх Im ci)max]

–1 ~ 4 сут. Эти оценки дают 
правильные по порядку значения для характерного горизонтального 
размера бароклинных волн в атмосфере и характерного временного 
интервала смены погоды. 

Обобщение модели Иди [4] на более общий класс негеострофических 
движений проведено в статье [5]. 

2. Роль нелинейного взаимодействия 
между отдельными бароклинными волнами 

при циклогенезе 
Пренебрежение корнями разности ݑത() − ܿ в уравнении (3) приводит 

к исчезновению у этого уравнения непрерывного спектра. При этом в его 
решениях остаётся только дискретный спектр счётной мощности [6]. Не-
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смотря на то что о существовании этого спектра было известно ещё с на-
чала ХХ века [7, 8], долгое время решениям из непрерывного спектра не 
придавалось значения, так как они растут пропорционально степенной 
функции от времени [9], т. е. значительно медленнее, чем экспоненциаль-
но растущие неустойчивые дискретные моды (см. раздел 1). 

Для динамической системы с вектором состояния ࢅ ∈ ۶ и эволюци-
онным оператором A ௗࢅ(௧)ௗ௧ = ࢅ   ,(ݐ)ࢅ(ݐ) ∈ ۶,       (6) 

справедлива спектральная теорема, согласно которой, если оператор A(t) 
является нормальным (т. е. линейным, ограниченным в гильбертовом про-
странстве, а также перестановочным со своим сопряжённым), то он имеет 
дискретный счётный спектр ૃ = ሼλଵ, λଶ, … ሽ (при конечно-разностной 
аппроксимации этого оператора спектр всегда имеет конечную мощность), 
а в пространстве НY можно построить ортонормированный базис  = ሼΦଵ, Φଶ, … ሽ из собственных векторов этого оператора [10]. 

Из определения собственных векторов оператора (ݐ) (ݐ) =  λ(ݐ),  j = 1, 2, …,   (7) 

c учётом (6) следует, что для всех j справедливо (ݐ) = (0)eೕ௧, т. е. 
собственные векторы дифференциального линейного оператора являются 
его нормальными модами. 

Однако гидротермодинамический оператор (уравнения Навье — Сто-
кса + термодинамическое уравнение + уравнение неразрывности) в трёх-
мерном евклидовом пространстве в общем случае не является нормаль-
ным. Строго говоря, он даже не является линейным. Как следствие, полно-
го базиса из его собственных векторов построить невозможно. Собствен-
ные векторы его дискретного спектра могут быть подвергнуты процедуре 
ортогонализации, но полученный при этом набор векторов не будет полон 
в пространстве решений гидротермодинамического оператора. Система 
собственных векторов этого оператора может быть сделана полной в НY 
добавлением собственных векторов из непрерывного спектра [6], однако 
мощность такого набора уже несчётна, и векторы из этого набора не могут 
быть сделаны взаимно ортогональными. Физически это выражается в том, 
что при нарастании бароклинных возмущений в земной атмосфере возни-
кает взаимодействие между отдельными модами решения, влияющее на 
развитие этих возмущений. 

Пионерские работы, в которых рассматривалось такое взаимодейст-
вие, были выполнены Дж. Фэррелом [11, 12]. В частности, в статье [11] 
было продемонстрировано, что межмодовое взаимодействие для класси-
ческой задачи Иди (раздел 1) способно приводить к тому, что скорость 
нарастания со временем для мод, формально не являющихся наиболее 
неустойчивыми, может превышать скорость роста наиболее неустойчивой 
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1/10 интенсивности преобразования PE в KЕ затем переходит в кинетиче-
скую энергию основного потока KM. Большая часть кинетической энергии 
основного потока затрачивается на диссипацию, но некоторая часть этой 
энергии переходит в потенциальную энергию основного потока РМ. 

Общая теория взаимодействия волн с зональным потоком изложена в 
статье [21], где в квазигеострофическом приближении на f-плоскости по-
лучены уравнения, связывающие зонально осреднённые значения атмо-
сферных переменных (обозначенных ниже чертой сверху) с характеристи-
ками вихревого воздействия (обозначенных штрихами): డ௨ഥడ௧ − ݂ݒҧ = − డ(௨ᇱ௩ᇱതതതതതത)డ௬ + തܺ,     (9) డ ത்డ௧ + ேమுబோ ഥݓ = − డ(௩ᇱ்ᇱതതതതതത)డ௬ +  ҧ,    (10)ܬ

где u, v и w — зональная, меридиональная и вертикальная компоненты 
скорости, Т — температура, N — частота Брента — Вяйсяля, вычисляемая 
по полям давления и температуры и служащая одной из характеристик 
устойчивости атмосферы [1, 2] (в [21] для простоты предположено, что 
N = const), X — интенсивность трения о поверхность, J — сумма всех не-
адиабатических источников изменения температуры. В связи с формулами 
(9) и (10) в работе [21] введено понятие остаточной среднезональной цир-
куляции ݒҧ ∗ = ҧݒ − ோబுబ డడ௭ ቀబேమ ഥݓ തതതതതቁ,      (11)′ܶ′ݒ ∗ = ഥݓ − ோுబ డడ௬ ቀ ଵேమ  തതതതതቁ.     (12)′ܶ′ݒ

Здесь ρ0 — плотность атмосферы в основном состоянии, подчиняющаяся 
гидростатическому закону (экспоненциальному уменьшению с ростом 
высоты с вертикальным масштабом Н0). Подставляя (11), (12) в (9), (10), 
можно получить элегантные уравнения для изменения характеристик ос-
новного (фонового) течения атмосферы: డ௨ഥడ௧ − ݂ݒҧ ∗ = ଵబ સ ∙ ࡼ + തܺ,        (13) డ ത்డ௧ + ேమுబோ ഥݓ ∗ = ҧ,    (14) డ௩ത∗డ௬ܬ + ଵబ డడ௭ (ρݓഥ ∗) = 0.        (15) 

В этих уравнениях вихревое воздействие на основное течение описывает-
ся так называемым потоком Элиассена — Пальма P = (Py, Pz): ௬ܲ = −ρ ݒ′ݑ′തതതതത,   ௭ܲ = ρ ݂ܮோ ݒ′ܶ′തതതതത.           (16) 

По приведённым в книге [2] данным, величина સ ∙ -максимальна в сред ࡼ
них широтах. 
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4. Модель формирования  
блокирующих образований в атмосфере 
как следствия мультистабильности 
погодных режимов в атмосфере 

Нелинейные взаимодействия бароклинных волн со средним потоком 
способны приводить к множественным положениям равновесия атмосфе-
ры. Такие примеры приведены в статье [15], где построена модель форми-
рования блокирующего антициклона в результате быстрого перехода ат-
мосферы из одного равновесного состояния в другое. 

Эта модель является частным случаем модели взаимодействия баро-
тропной волны, вызванной возмущением циркуляции из-за топографии, 
и среднего потока. Блокирующие антициклоны развиваются вследствие 
бароклинной неустойчивости зонального потока, однако становятся баро-
тропными по мере своего развития. Как следствие, для анализа данной 
задачи можно использовать линеаризованное баротропное геострофиче-
ское уравнение возмущения завихренности  ζ′, которое для такой топогра-
фической волны имеет вид [2] ቀ డడ௧ + തݑ డడ௫ቁ ζ′ + βݒ′ + ′ζݎ = − బுబ തݑ డ௫ ,   (17) 

где ݒ′ — возмущение меридиональной скорости, соответствующее возму-
щению завихренности, r — коэффициент линейной диссипации, hT — вы-
сота топографии. Зональная компонента скорости ветра среднего потока 
подчиняется уравнению డ௨ഥడ௧ = (തݑ)ܦ− − κ(ݑത − ܷ),        (18) 

где вихревое воздействие описывается первым слагаемым, а радиационная 
релаксация под влиянием «радиационно-равновесного» ветра Ue — вто-
рым. Для баротропных возмущений, вызванных топографией, можно по-
лучить ܦ(ݑത) = ζ′തതതതത′ݒ− − బுబ  ℎ்തതതതതത.        (19)′ݒ

Если топография имеет вид линейного гребня с синусоидальной формой 
отдельных гор одинаковой высоты h0, ширины 2π / l, c расстоянием между 
ними 2π / k: ℎ்(ݔ, (ݕ = Re ሾℎe௫ሿ cos(݈ݕ),               (20) 
то ܦ(ݑത) = − బுబ ℎ்തതതതതത′ݒ = ቀమబమଶ௨ഥுబమ ቁ బమ ୡ୭ୱ(௬)ቂ൫మିೞమ൯మାகమቃ.         (21) 

Здесь ε = ௦ଶܭ ,ଵ, K2 = k2 + l2ି(തݑ݇)ଶܭݎ = β/ݑത. Решение системы (18), (21) 
имеет три положения равновесия, одно из которых неустойчиво (и не име-
ет физического смысла), а два устойчивы. Одно из устойчивых положений 
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равновесия соответствует обычному западному переносу в тропосфере 
средних широт, а второе (с малым значением ݑത) — блокированному потоку. 

Анализ блокирующих антициклонов в терминах «скрытых долгожи-
вущих состояний» (в ряде случаев соответствующих отдельным состояни-
ям равновесия динамической системы) был проведён в исследовании [22]. 
При этом выяснилось, что пространственная структура и временная дина-
мика одного из таких «скрытых долгоживущих состояний» хорошо соот-
ветствует блокированию в атмосфере. 

5. Режимы циркуляции 
Результаты, полученные в работе [15], были эвристически обобщены 

Т. Н. Палмером в виде представлений о режимах циркуляции [23]. Со-
гласно ему, вероятность ряда состояний атмосферы заметно превышает 
вероятность других её состояний [23]. При этом время пребывания атмо-
сферы в состояниях первого типа также заметно превышает время её пре-
бывания в состояниях второго типа. Первые состояния названы режимами 
циркуляции, а вторые интерпретируются как переходные между режима-
ми циркуляции. Режимы циркуляции связываются с движениями на (воз-
можно, несвязном) аттракторе. В свою очередь, любое изменение погод-
ной статистики (в том числе климатические изменения) могут быть интер-
претированы как изменение вероятности нахождения системы в режимах 
циркуляции, т. е. как изменение структуры погодного аттрактора. 

Для системы (6) решение можно записать через пропагатор े : (ݐ)ࢅ   =  দ(ݐ)(22)    .(0)ࢅ 

Если на систему дополнительно действует внешнее (неавтономное) воз-
действие f(t) ௗࢅ(௧)ௗ௧ = (ݐ)ࢅ(ݐ) +  (23)    ,(ݐ)ࢌ

то (22) превращается в (ݐ)ࢅ  =  দ(ݐ)(0)ࢅ +  দ(ݐ)ݐ݀ (ݐ)ࢌ௧ .          (24) 

Если  f  не зависит от времени, то (24) можно записать в виде (ݐ)ࢅ  =  দ(ݐ)(0)ࢅ + ী(ݐ)(25)      ,ࢌ 
где ী(ݐ) =   দ(ݐ) ݀ݐ௧ .    (26) 

Для линеаризованной системы (23) пропагатор (в этом случае он называ-
ется тангенциальным пропагатором)  দ = e௧ࡲ)  ࡲ =  (27)    (ݐ݀/݀

не зависит от времени и имеет вид квадратной матрицы. Если дополни-
тельно к этому f также не зависит от времени (т. е. справедливо (25)), то 
сингулярное разложение имеет вид 
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ী =  (28)          ,∗ࢂࢳࢁ

где U и V — матрицы, состоящие из так называемых левых и правых син-
гулярных векторов υj и νj соответственно, j = 1, 2, …, M, Σ = diag(σ1, σ2, …, 
σN), M — размерность F. Без ограничения общности можно считать, что  σଵ ≥ σଶ ≥  … ≥ σெ.    (29) 

Согласно определению правых и левых сингулярных векторов, при всех 
j = 1, 2, …, M справедливо (ী∗ী)࣏ = σଶ࣏,     (30) (ীী∗)ࣇ = σଶࣇ.    (31) 

Так как F в общем случае не является нормальной (раздел 2), то в об-
щем случае υj ≠ νj. Однако поскольку оператор ীী∗ = ী∗ী, очевидно, являет-
ся нормальным, то каждый из наборов {υj} и {νj} (j = 1, 2, …, M) может 
быть выбран в качестве ортонормального базиса в пространстве реше-
ний (23). Тогда каждый вектор любого из этих наборов соответствует оп-
ределённому режиму циркуляции. Более того, можно показать, что левые 
сингулярные векторы служат приближениями для ляпуновских векторов 
системы (23). В таком случае можно ожидать, что наиболее быстрый ля-
пуновский масштаб времени соответствует времени перехода между ре-
жимами циркуляции. Так как временной масштаб последнего перехода 
равен нескольким суткам, то такое соответствие может быть справедливо 
только в моделях, в которых более быстрые процессы (например, мезо-
масштабные синоптические) отфильтрованы. Примером таких фильтро-
ванных уравнений являются квазигеострофические. 

Согласно флуктуационно-диссипативной теореме [24], отклик систе-
мы на внешнее воздействие определяется автокорреляционной матрицей 
невозмущённой системы (6). Это согласуется с приведёнными выше соот-
ношениями в случае, когда элементы автокорреляционной матрицы с наи-
большими лагами соответствуют максимальным σj. 

В работе [23] также показано, что аномалия с пространственной струк-
турой Y0 наиболее эффективно возбуждается воздействием вида ࢌ =  (32)    .(ࢅ∗ࢁ)ࢳࢂ

Так как структура f0 при этом определяется в основном структурой сингу-
лярных векторов с наибольшими σj, то отклик Y0, в свою очередь, оказы-
вается не очень чувствителен к географической структуре f0. Последнее 
частично объясняет успех линейных моделей для анализа бароклинной 
неустойчивости. 

Указанный подход в статье [25] был использован при анализе режимов 
циркуляции для данных геопотенциала на изобарическом уровне 500 мбар 
реанализа NCEP/NCAR (http://www.esrl.noaa.gov/psd/data/gridded/ data.ncep. 
reanalysis.html) за 1949—1994 годы. Фильтрация быстрых возмущений 
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циркуляции была осуществлена разложением поля геопотенциала по эм-
пирическим ортогональным функциям с представлением состояния в виде 
двух основных векторов этого разложения. При этом ФРВ синоптических 
аномалий оказалась мультимодальной с 4 максимумами, причём в разные 
временные интервалы относительная роль этих максимумов (мод) оказа-
лась различной. Работа [25] была подвергнута критике с точки зрения ста-
тистической значимости полученных максимумов ФРВ [26, 27]. Тем не 
менее такой подход может оказаться полезным при анализе климатиче-
ских изменений. 

Выводы 
Методы теоретического анализа бароклинной неустойчивости — ос-

новного механизма развития погодных возмущений в земной атмосфере 
[1, 2] — можно разделить на две группы. К первой относится линейный 
метод анализа нормальных мод, в котором решения уравнений термогид-
ромеханики ищутся в виде линейных бегущих волн без учёта взаимодей-
ствия между ними и при этом предполагается, что наиболее неустойчивая 
волна определяет структуру развивающихся бароклинных возмущений. 
Вторая группа методов получила название немодального анализа и пред-
ставляет собой решение задачи Коши при заданных начальных условиях 
для нелинейных уравнений термогидромеханики. Это позволяет анализи-
ровать не только линейные, но и нелинейные процессы. 

Классическими примерами приложения метода нормальных мод яв-
ляются работы [3, 4]. При ряде дополнительных предположений в этих 
работах развиты теоретические модели бароклинных возмущений, кото-
рые в целом адекватно описывают физические особенности циклогенеза в 
земной атмосфере. 

Однако тот факт, что гидродинамический оператор не является нор-
мальным, указывает на важность межмодового взаимодействия при разви-
тии бароклинной неустойчивости. В исследовании [11] было продемонст-
рировано, что межмодовое взаимодействие для классической задачи Иди 
[4] способно приводить к тому, что скорость нарастания со временем для 
мод, формально не являющихся наиболее неустойчивыми, может превы-
шать скорость роста наиболее неустойчивой моды. Нелинейное взаимо-
действие между отдельными бароклинными волнами способно приводить 
к нарастанию даже волн, формально не являющихся неустойчивыми [12]. 
По данным реанализа получается, что взаимодействие между бароклин-
ными модами наиболее значимо в регионах частого формирования атмо-
сферных погодных возмущений — над западными частями океанов сред-
них широт и ниже по потоку в атмосфере [13, 14]. 

Существенно нелинейным является взаимодействие бароклинных 
волн с основным (фоновым) потоком в атмосфере. Источником энергии 
бароклинных волн служит потенциальная энергия основного потока, ко-
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торая переходит в потенциальную и кинетическую энергию бароклинных 
вихрей [1, 2, 17—19]. Вихревая кинетическая энергия в основном затрачи-
вается на диссипацию вихрей, но часть её затем переходит в кинетиче-
скую и потенциальную энергию основного потока.  

Нелинейное взаимодействие бароклинных волн с основным потоком 
может приводить к множественным положениям равновесия атмосферы. 
Например, в работе [15] построена модель формирования блокирующего 
антициклона благодаря быстрому переходу атмосферы из одного равно-
весного состояния в другое. 

Результаты исследования [15] могут быть обобщены на понятие ре-
жимов циркуляции [23]. Такими режимами называются состояния атмо-
сферы, вероятность реализации которых (и время пребывания в которых) 
заметно превышает вероятность реализации других состояний. Состояния 
второго типа интерпретируются как переходные между режимами цирку-
ляции. Режимы циркуляции связываются с движениями на аттракторе. 
В свою очередь, любое изменение погодной статистики (в том числе кли-
матические изменения) могут быть интерпретированы как взаимное изме-
нение вероятности режимов циркуляции, т. е. как изменение структуры 
погодного аттрактора. 

Автор выражает искреннюю благодарность М. В. Курганскому за по-
лезные обсуждения при подготовке рукописи. 
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ДИНАМИКИ МОРСКОГО ЛЬДА 
И ПРОБЛЕМЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

КРУПНОМАСШТАБНОГО СОСТОЯНИЯ 

Н. Г. Яковлев 

Институт вычислительной математики им. Г. И. Марчука РАН, г. Москва 

Введение 
Цель настоящей статьи — дать представление об уровне физической 

постановки задачи в современном численном моделировании Северного 
Ледовитого океана и о фундаментальных проблемах, возникающих при  
переходе к моделям высокого пространственного разрешения. 

Северный Ледовитый океан (СЛО) — один из наименее изученных 
уголков Мирового океана в силу своего географического положения. Ин-
терес к Арктике вообще и к СЛО в частности связан как с чисто научными 
проблемами (наблюдаемые структурные изменения климатической систе-
мы, устойчивость полярной климатической системы; о природе «полярно-
го усиления» см. работу [21]), так и с практическими вопросами судоход-
ства и возможной добычи углеводородов на шельфе. Происходящие 
структурные изменения полярной климатической системы затрудняют 
прогнозирование в Арктике с помощью, например, статистических мето-
дов, которые основаны на исторических данных. При этом, несмотря на 
огромный прогресс в области развития методов измерений (прежде всего, 
спутниковые системы и система размещенных на льду буев и наблюда-
тельных платформ), наблюдательная сеть в СЛО все еще недостаточно 
развита, особенно в глубоком океане под дрейфующим льдом. Поэтому в 
задаче диагноза и прогноза состояния СЛО велика роль численных моде-
лей, построенных исходя из первых принципов.  

Многолетний опыт международной активности по моделированию 
СЛО в рамках проекта AOMIP (Arctic Ocean Intercomparison Project, в на-
стоящее время — FAMOS, The Forum for Arctic Ocean Modeling and Obser-
vational Synthesis, http://www.whoi.edu/projects/famos/) показывает, что 
многие задачи, поставленные еще 15 лет назад, до сих пор остаются на 
повестке дня. В то же время можно отметить и впечатляющие достижения 
в плане улучшения пространственного разрешения численных моделей, 
и развитие используемых физических параметризаций. Например, первый 
скоординированный эксперимент, проведенный в 1999 году, показал, что 
далеко не все модели воспроизводят наблюдаемую структуру распределе-
ния солености и только малая часть моделей была способна воспроизво-
дить «классическую» схему циклонической циркуляции в слое атлантиче-
ских вод (на глубине 300—500 м [19]). В настоящее время благодаря со-
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трудничеству создателей численных моделей и экспедиционных океано-
логов и эта схема циркуляции скорректирована, и современные модели 
стали более реалистичными.  

В то же время недавний эксперимент по воспроизведению циркуляции 
тихоокеанских вод [4] показал, что качество модели зависит от простран-
ственного разрешения немонотонно и, вероятно, определяется не только 
разрешением. И этот результат можно трактовать как проявление сложной 
нелинейной физики полярного океана, морского льда и пограничного слоя 
подо льдом, которую имеет смысл изучить более внимательно.  

Динамика океана 
Для того чтобы разобраться в причинах неудач с моделированием 

СЛО, необходимо вспомнить принципы, на которых строятся современ-
ные модели крупномасштабной гидротермодинамики океана. Опуская 
вывод, полученный в книге [1], заметим, что традиционно используются 
приближения Буссинеска и бездивергентности (квазинесжимаемости) 
div 0.u =  Кроме того, применяется специальная запись уравнений в так 

называемой z системе координат, когда выделяются «горизонтальные» 
движения (соответствующие компоненты скорости движения обозначим 
нижним индексом h) в плоскости, нормальной к направлению суммы ло-
кальной силы тяжести и центробежного ускорения, и «вертикальные», на-
правленные вдоль этой суммы. При этом в качестве вертикальной коорди-
наты выбирается расстояние от невозмущенной поверхности океана. Ис-
ходная система уравнений оказывается записанной на многообразии, кото-
рое можно назвать цилиндром над сферой. Вдобавок делается целый ком-
плекс упрощений так, чтобы в новой системе координат существовали ана-
логи законов сохранения энергии и углового момента количества движения. 

Использование приближения Буссинеска с постоянной референсной 
плотностью ρc  требует переопределения  давления в уравнении состояния 

0 cp p gz→ = ρ  — в противном случае будет нарушен закон сохранения 

энергии. Кроме того, вводятся отклонения плотности ′ρ  и давления p′  от 

референсных значений 0,  c pρ , так что система уравнений движения, не-

разрывности, состояния, баланса тепла (в терминах потенциальной темпе-

ратуры θ) и солености S  в общепринятых обозначениях (вектор k

на-

правлен вертикально вверх, f — параметр Кориолиса) имеет вид 
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Уравнение для вертикальной компоненты скорости течений w в этом 
случае имеет непривычный вид, введен параметр nhε . Часто для расчетов 

крупномасштабных течений предполагается, что вертикальные ускорения 
частицы жидкости много меньше приведенного ускорения силы тяжести 

c

g ′ρ
ρ  и можно пренебречь турбулентной вязкостью. В данном случае пола-

гается 0nhε = , и это называется приближением гидростатики (хотя пра-

вильнее было бы использовать термин квазистатика, так как скорость 

течений не равна нулю). В океане 3(10 )
c

O −′ρ =ρ . Получающееся при этом 

уравнение выделено квадратными скобками. Определенная путаница воз-
никает из-за того, что часто при записи системы уравнений в приближе-
нии гидростатики штрихи опускаются, и тогда появляется желание срав-
нивать ускорение частицы с ускорением свободного падения, а не с приве-
денным ускорением свободного падения. 

Таким образом, один из источников ошибки при моделировании — 
это неправильный учет процессов, зависящих от вертикальных движе-
ний, — например, из-за неустойчивой стратификации по плотности, кото-
рая является обычной ситуацией в СЛО, так как он охлаждается сверху. 
На практике эти процессы различным образом параметризуются в предпо-
ложении, что вертикальная конвекция связана с так называемыми плюма-
ми, горизонтальный масштаб которых порядка 100 м, и таких плюмов 
много на масштабе пространственного осреднения модели. Если горизон-
тальное разрешение модели достаточно мало (например, одного порядка с 
размером конвективного плюма), то использование приближения гидро-
статики может быть некорректным, и в этом случае нужно использовать 
негидростатическую модель динамики океана. 

Второй источник ошибок — описание слагаемых, связанных с замы-
канием (или параметризацией) турбулентных диффузий и вязкости 

, , SF Q Qθ


. И здесь необходимо выделить несколько физических про-

цессов. 
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1. Мезомасштабные вихри. Особенность СЛО — небольшие значе-
ния характерного размера квазигеострофических вихрей (радиуса дефор-
мации Россби). В глубоком Канадском бассейне бароклинный радиус де-

формации Россби ( ,i n

NH
R

fn
= , N — частота Брента — Вяйсяля, H — глу-

бина, n — номер вертикальной моды) составляет примерно 10 км для пер-
вой моды и 5 км — для второй [18], и еще меньше на Арктическом шель-
фе России. Это отличает СЛО от средних широт Мирового океана, где 
такие масштабы порядка 50—100 км и где для описания вихревого пере-
носа температуры и солености (и других скаляров) в модели динамики 
океана разрешения порядка 15 км вполне достаточно [3]. 

Вероятно, именно с маленьким характерным горизонтальным масшта-
бом вихрей и связан тот факт, что увеличение пространственного разре-
шения не дает ожидаемого эффекта в плане точности описания интенсив-
ных струй и переноса тепла и солей [4]. При горизонтальном разрешении 
порядка 5 км спектр модели обрезается на масштабе отдельного вихря, что 
не позволяет правильно описать переходы энергии по спектру. Таким об-
разом, переход от разрешения 20 км к разрешению 5 км может сопровож-
даться даже ухудшением результатов, так как организованные струи рас-
падаются на цепочки вихрей, динамика которых описана неадекватно. В 
итоге струи разрушаются, а потоки тепла и солей резко падают. Это при-
водит к неверному описанию состояния океана в целом. 

При низком пространственном разрешении, когда справедлив стати-
стический подход в описании ансамбля вихрей, существуют параметриза-
ции так называемого вихревого переноса скаляра [8, 25].  

Вихревой перенос скаляра τ  можно связать со скоростью переноса 
,GMu


 которая определяется как диффузия с косоcимметричным тензором 

коэффициентов диффузии GM GMκ K : 

,

0 0
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Здесь ,x yS S  — тангенсы наклона изопикнической поверхности (поверх-

ности равной потенциальной плотности) по отношению к горизонту. Ко-
эффициент GMκ  может также быть функцией плотности морской воды. 

Пример использования такого рода параметризации в случае СЛО приве-
ден в работе автора [2], где показано, что в результате улучшается воспро-
изведение переноса тепла и солей из Атлантики в Центральную Арктику в 
модели низкого пространственного разрешения.  
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Учитывая сказанное выше, можно ожидать, что такая параметризация 
вихревого переноса скаляров будет полезна при пространственном разре-
шении вплоть до 20 км. При более высоком пространственном разреше-
нии мы попадаем в «серую зону», когда вихревые эффекты могут описы-
ваться моделью двояко — явно и через параметризацию. Достаточное раз-
решение могло бы быть порядка 1 км для большей части СЛО, однако при 
таком разрешении возникнут проблемы с описанием субмезомасштабных 
вихрей, которые обсудим ниже. 

2. Субмезомасштабные вихри. Недавние измерения [22] показывают, 
что в Канадском бассейне в верхнем слое океана присутствуют маленькие 
вихри с горизонтальными размерами 2—4 км и максимальными орбиталь-

ными скоростями порядка 20 см/с, так что число Россби Ro (1),
U

O
f L

= =  

где U, L — характерные масштабы скорости и длины. Эти параметры 
отличаются от случая мезомасштабных вихрей, в которых число 
Россби порядка 0,1—0,01. Подобные вихри классифицируются как 
субмезомасштабные и отвечают за восстановление стратификации в верх-
нем слое зимой. Важная особенность таких вихрей — относительно 

большая вертикальная скорость, 2~ 10 ~ 100W U− ⋅ метров в день, в отли-
чие от мезомасштабных вихрей с вертикальными скоростями 

4 3~ (10 10 ) ~ (1 10)W U− −÷ ⋅ ÷  метров в день. 

Интересно, что существование субмезомасштабных вихрей в океане 
было открыто благодаря численному моделированию и развитию спутни-
ковых систем наблюдения за биотой океана (см. недавний обзор [15]).   

В случае СЛО особенности субмезомасштабных вихрей, их роль в 
формировании наблюдаемых полей температуры и солености и возмож-
ность использования существующих параметризаций [7] в крупномас-
штабных моделях еще совершенно не изучены. 

Для нас важно то, что в высоких широтах наблюдаемые пространст-
венные масштабы субмезомасштабных вихрей оказываются близки к 
масштабам мезомасштабных вихрей (2 и 5 км соответственно), не давая 
возможности разделить процессы и построить параметризации для каждо-
го из них отдельно, как сделано для случая средних широт. Это и пред-
ставляет фундаментальную проблему замыкания турбулентности в СЛО 
на масштабе порядка нескольких километров. 

Вероятно, оптимальным с точки зрения описания физики субмезо-
масштабных вихрей было бы аппроксимировать их явно, выбрав про-
странственное разрешение модели порядка первых сотен метров, — одна-
ко, как уже обсуждалось, в таком случае мы попадаем в зону перехода к 
негидростатическому режиму и должны использовать другие уравнения 
движения. Не говоря уже о резком увеличении вычислительных затрат. 
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 3. Дифференциальная диффузия. Интересным вопросом, также тре-
бующим ответа, является возможность реализации в СЛО особого вариан-
та двойной диффузии — «дифференциальной диффузии» [20, 23], приво-
дящей к характерным ступенчатым структурам в вертикальных профилях 
температуры и солености. Такие структуры образуются в случае, когда 
пресная и холодная вода находится выше теплой и соленой, и обязаны 
своим существованием разной скорости молекулярной диффузии тепла и 
солей. Обычно в средних широтах или тропических областях океана, где, 
наоборот, теплая и соленая вода располагается над пресной и холодной, 
двойная диффузия приводит к увеличению эффективного вертикального 
перемешивания с образованием так называемых соляных пальцев (пример 
использования в глобальной модели климата океана — [16]). В случае же 
полярного океана можно ожидать обратного эффекта — уменьшения эф-
фективного вертикального перемешивания (своего рода отрицательной 
диффузии). Вероятно, такой механизм может объяснить некоторые осо-
бенности, связанные с распространением теплых и соленых атлантических 
вод далеко от места их проникновения в проливе Фрама, что до сих пор не 
удается воспроизвести в численных моделях. 

4. Внутренние приливы. Собственно приливная сила в Северном Ле-
довитом океане мала и приливы формируются за счет входящей волны. 
Полусуточный прилив M2 при движении над неровным дном океана гене-
рирует на той же частоте внутренний прилив. Из-за сингулярности дис-
персионного соотношения для внутренних инерционно-гравитационных 
волн 

2 2 2 2
2

2 2 2

( ) ( )
0

d w N z dw N z
k w

g dzdz f

− ω+ + =
ω −

, 

где k — волновой вектор и ω — циклическая частота, распространение 
внутреннего прилива как свободной волны ограничено критической ши-
ротой 75º с. ш. Это означает, что на критической широте может происхо-
дить интенсивное вертикальное перемешивание, вызванное обрушением 
внутреннего прилива [17]. Роль приливов (и внутренних приливов в том 
числе, особенно в случае неплоского дна) в формировании крупномас-
штабного состояния СЛО также является предметом современных иссле-
дований.  

Термодинамика морского льда 
Термодинамика морского льда и снега на нем считается в первом при-

ближении локально-одномерной (эффекты бокового таяния параметризу-
ются особо), и, например, для определения температуры льда ( C)T °  ре-

шается уравнение теплопроводности вида [11, 24] 
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Здесь , ,ice ice icec kρ  — удельная теплоемкость морского соленого льда, его 

плотность (вообще говоря, непостоянная) и коэффициент теплопроводно-
сти морского льда, 0 0,c k  — теплоемкость и теплопроводность пресного 

льда, iceS — соленость льда, I — поток энергии, связанный с проникаю-

щим в лед солнечным светом, iceL — удельная теплота плавления пресно-

го льда, а 0,054μ ≈  — эмпирическая константа, связывающая соленость 

льда и температуру его плавления meltT : melt iceT S= −μ . Некоторое отличие 

от обычного уравнения теплопроводности состоит в том, что вид гранич-
ных условий зависит от свойств решения из-за фазовых переходов — это 
либо первое краевое условие (температура плавления льда и замерзания 
морской воды), либо обобщенное условие Неймана с потоками как функ-
циями от решения. 

Современные модели морского льда и снега на нем учитывают боль-
шое многообразие различных процессов, включая даже влияние цветения 
водорослей, живущих в толще и на нижней поверхности, на прозрачность 
толщи льда и поглощение солнечной радиации летом. Нам представляет-
ся, в этой области с точки зрения постановок задачи нет принципиальных 
проблем. 

Динамика морского льда 
Баланс импульса льда будет иметь вид (предполагается, что ледовый 

покров — двумерная среда и скорость дрейфа всех индивидуальных льдин 
на масштабе пространственного осреднения модели одинакова) 

0
i

i a w

u
m mf k u P F

t
∂ + × = −∇ + τ − τ +∂

     
. 

Здесь m  — суммарная масса льда и снега (на единицу площади), iu


— 

скорость дрейфа льда, aτ  — касательное напряжение трения ветра, 

0P∇


 — градиент давления на поверхности океана (в модели учитывается 

уровень океана и давление атмосферы), F


— средняя по толщине льда 
сила, вызванная реологией морского льда (т. е. напряжениями, возникаю-
щими в ледовом покрове вследствие его движения и различной толщины и 
сплоченности льда). Обычно делается предположение, что для морского 
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льда можно пренебречь инерционными слагаемыми ( ) 0i im u u⋅∇ ≈
 

, так как 

масштабный анализ показывает, что в большей части океана, покрытого 
достаточно толстым льдом, эти слагаемые на порядок меньше локального 
ускорения. В сущности, это предположение не принципиально и может 
быть преодолено методом расщепления по физическим процессам. 

Традиционно в крупномасштабных моделях предполагается, что число 
индивидуальных льдин на пространственном масштабе осреднения моде-
ли достаточно велико, так что ледовый покров можно рассматривать как 
непрерывную среду и ввести такую характеристику, как «сплоченность» 
(можно также назвать ее концентрацией) льда, — долю поверхности океа-
на, занятую морским льдом. По определению 0 1A≤ ≤ .  

При построении реологии льда будем иметь в виду следующие сооб-
ражения: 

1. Разреженный лед (сплоченностью до 0,15) ведет себя как идеальный 

газ, 0F =


. 
2. Если происходит разнообразного типа торошение (ломание и на-

ползание льдин друг на друга), то этот процесс можно аппроксимировать 
как пластичное течение. 

3. Если нет торошения, то течение льда можно рассматривать как вяз-
кое течение. 

4. Если лед толстый и прочный и занимает всю область, то его можно 
рассматривать как твердое упругое тело. 

5. На больших пространственных масштабах лед можно рассматри-
вать как гранулированную среду. 

Наиболее распространенные в настоящее время реологии — вязкопла-
стичная [10] или упруговязкопластичная реология [11, 24]. При этом опять 
подразумевается существование большого числа льдин (заметим, что 
средний горизонтальный размер льдины в СЛО примерно 300 м, в окра-
инных морях меньше) на масштабе осреднения модели. Упруговязкопла-
стичную реологию можно рассматривать не как отдельную реологию, а 
как вычислительный прием для реализации вязкопластичной. 

Пусть компоненты тензора скоростей деформации определены обыч-

ным образом: ,

1
2

ji
i j

j i

uu
x x

∂ ∂ε = ⋅ + ∂ ∂ 
 . Тогда общий вид тензора напряжений 

будет иметь вид 

( ) ( ) ( ), , , , , , , ,2 , , ,
2i j i j i j i j i j k k i j i j

P
P P P σ = η ε ε + ζ ε − η ε ε δ − δ      . 

Здесь функции ,ζ η  — коэффициенты объемной и сдвиговой вязкости, 

а P — «прочность» льда. Наиболее простой способ задания прочности 

льда — по эмпирической формуле 
** ( (1 ))C AP P h e − −= ⋅ ⋅ , где ,h A  — тол-
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щина и сплоченность, а *P  и 20C ≈  — эмпирические константы (по-
следняя выбирается так, чтобы обеспечить соображение 1, приведенное 
выше).  

В привычных декартовых координатах компоненты силы, связанной с 
реологией льда, будут иметь вид 

[ ] [ ]
2x

u v P u v
F

x x y y y x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    = η+ ζ + ζ − η − + η +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

, 

[ ] [ ]
2y

v u P u v
F

y y x x y x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    = η+ ζ + ζ − η − + η +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

. 

При заданных параметрах льда напряжение в нем не может превышать 
некоторого критического значения, определяемого прочностью, что и 
приводит к разрушению льда (торошению), которое в двумерной геомет-
рии аппроксимируется пластическим течением. Выбор вида коэффициен-
тов вязкости неоднозначен и нетривиален и не выводится строго из пер-
вых принципов. Наиболее распространенная вязкопластичная реология — 
эллиптическая Хиблера, при этом  

2
,

2
P

e

ζζ = η =Δ ,    где ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
11 22 12 11 221 4 1e e e− − −Δ = ε + ε + + ε + ε ε −     , 

а параметр е равен примерно 2 — эксцентриситет эллиптической кривой 
пластичности. Возможны и другие варианты вязкопластичной реологии. 

Сильная нелинейность в ледовом покрове связана с выходом на стати-
ческий режим 0,Δ →  когда формально коэффициенты сдвиговой и объ-
емной вязкости становятся бесконечно большими, если не вводится спе-
циальная перенормировка давления. В этом случае может наблюдаться 
низкая скорость сходимости либо даже неустойчивость численного мето-
да, приводящая к большим ошибкам в численном решении (это характер-
но для ранних вариантов упруговязкопластичной реологии). Для преодо-
ления этих проблем предлагается либо использовать новые реологии [5, 
9], либо применять более точные численные методы [6, 12—14]. 

Таким образом, фундаментальная проблема воспроизведения динами-
ки морского льда — это формулировка математической постановки, реа-
листичной и вычислительно эффективной для масштаба осреднения по-
рядка 1 км.  

Заключение 
Задача воспроизведения состояния Северного Ледовитого океана, как 

видится автору, представляет собой задачу моделирования широкого 
спектра разномасштабных и взаимосвязанных процессов, для описания 



152 

которого недостаточно использовать готовую, пусть даже и широко при-
знанную, модель динамики океана и морского льда и формально увеличи-
вать пространственное разрешение. В настоящее время мы находимся в 
такой точке, когда эволюционный период развития методом улучшения 
пространственного разрешения подходит к концу и переход к еще более 
высокому разрешению требует тщательной ревизии и изменений исполь-
зуемых постановок задачи, приближений, численных методов и про-
граммных реализаций. И к этому революционному этапу нужно быть го-
товыми, чтобы оставаться в клубе высоких технологий в области наук 
о Земле. 
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ФРАКТАЛЬНАЯ МОДЕЛЬ 
КОМПАКТНОГО ВНУТРИОБЛАЧНОГО РАЗРЯДА 

Д. И. Иудин, С. С. Давыденко 
Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 

Фрактальная динамика процессов в сильно неравновесных системах 
и её приложение к различным областям нелинейной физики, в частности к 
проблемам экстремальной геофизики, представляют собой стремительно 
развивающуюся область исследований [1—6]. Динамика сетей с изме-
няющейся архитектурой связей и резонансные области в хвосте земной 
магнитосферы, молнии и электрические разряды в верхней атмосфере, 
просачивание жидкости сквозь грунты со сложной реологией, сейсмическая 
активность и многое другое — всё это примеры фрактального поведения. 
При этом, несмотря на широкое разнообразие физических контекстов, 
в которых разворачивается фрактальная эволюция конкретных систем, по-
следняя демонстрирует общие фундаментальные закономерности, предо-
пределяющие независимость макроскопического поведения системы от 
особенностей взаимодействия её отдельных мелкомасштабных элементов. 
Поиск этих закономерностей наряду с построением базовых моделей фрак-
тальной динамики представляется чрезвычайно актуальной задачей [7, 8].  

Данная работа посвящена применению методов фрактального анализа 
для описания так называемых компактных внутриоблачных разрядов 
(КВР; в англоязычной литературе это явление носит название compact 
intracloud discharge, CID), история исследования которых начинается с 
80-х годов прошлого века. Электромагнитный отклик КВР в дальней зоне 
представляет собой одиночный биполярный импульс электрического поля с 
длительностью от 10 до 30 мкс и сопровождается синхронным сверхмощ-
ным коротким всплеском высокочастотного излучения, интенсивность ко-
торого почти на порядок величины превосходит соответствующее излуче-
ние от типичных разрядов облако — земля. Как показано в работах [9, 10], 
указанные особенности электромагнитного излучения КВР не находят объ-
яснения в рамках разработанных ранее моделей. Однако это удаётся сделать 
в рамках фрактального подхода, рассматривающего электрический разряд 
как динамическую иерархическую структуру проводящих каналов в среде с 
пространственно неоднородным распределением плотности заряда и на-
пряжённости электрического поля. Остановимся на этом более подробно. 

1. Молниевый разряд 
как система с самоорганизованной критичностью 

Молниевые разряды в атмосфере представляют собой одно из самых 
ярких проявлений нелинейной динамики природных систем [11]. Слож-
ность моделирования молниевых разрядов обусловлена, прежде всего, 
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широким диапазоном пространственно-временных масштабов этого явле-
ния. В частности, характерные пространственные масштабы процессов, 
связанных с разрядом, изменяются, по меньшей мере, на 10 порядков ве-
личины — от межатомных расстояний, актуальных при процессах элек-
тризации, до десятков километров, что соответствует размерам развитого 
грозового облака. Аналогично меняются и временные масштабы явления, 
простираясь от наносекунд при описании отдельных стримеров до деся-
тых долей секунды при описании развитых молниевых разрядов. С другой 
стороны, широкий диапазон пространственно-временных масштабов мол-
ниевых разрядов даёт ключ к пониманию их основных закономерностей. 
Дело в том, что согласно данным натурных измерений динамика электри-
ческой структуры молниевого разряда демонстрирует универсальные 
скейлинговые свойства, т. е. обладает самоподобием в достаточно широ-
ком диапазоне пространственно-временных масштабов, что проявляется в 
сильной, спадающей по степенному закону корреляции регистрируемых 
величин. Последнее свойство типично для критических явлений, поэтому 
качественно динамика электрического разряда проявляет свойства само-
организующегося и самонастраивающегося критического режима. Други-
ми словами, электрические разряды в атмосфере относятся к системам с 
самоорганизованной критичностью [12—15]. Такие системы оказываются 
сложными в том смысле, что для них не существует характерных времен-
ных или пространственных масштабов, которые бы управляли эволюцией 
этих систем. При этом, хотя динамический отклик системы сложен, его 
статистические свойства в некотором диапазоне параметров описываются 
простыми степенными законами. Разряд является результатом балансиро-
вания грозовой системы на пороге своеобразного геометрического фазо-
вого превращения, когда однородное поступление в облако свободной 
энергии уравновешивается потерями на фрактальных диссипативных 
структурах — фрактальных кластерах, образованных формирующимися 
при разряде проводящими каналами. Такое геометрическое превращение 
называют перколяционным фазовым переходом, который в отличие от 
обычных (термодинамических) фазовых превращений характеризуется 
геометрическими свойствами проводящих каналов. Последнее обстоя-
тельство делает актуальным применение при моделировании молниевых 
разрядов современных методов фрактальной геометрии и теории перколя-
ционных фазовых переходов. Покажем, как указанный подход можно 
применить для описания компактных внутриоблачных разрядов. 

2. Фрактальная модель внутриоблачного разряда 
Будем рассматривать внутриоблачный электрический разряд как трёх-

мерную сеть клеточных автоматов, где каждому узлу i модельной решёт-
ки соответствует накопленный в соответствующей элементарной ячейке 
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(кубе с ребром a ) электрический заряд iq . Величина заряда в ячейках в 

начальный момент времени 0t =  задаётся распределением внутриоблач-
ного электрического поля ( , 0)t =E r . Совокупность полного числа N эле-

ментарных зарядов в начальный и последующие моменты времени опре-
деляет электрический потенциал iϕ  в i-м узле решётки и электрическое 

поле ijE  между соседними i-м и j-м узлами:  
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Здесь ir  и jr  — координаты i-го и j-го узлов соответственно, ijL =
 

i j= −r r  — расстояние между ними, 0E  — постоянная компонента 

внешнего электрического поля, эффa  — эффективный радиус ячейки, 

определяющий её электрическую ёмкость. Динамика заряда в каждой 
ячейке обусловливается наличием и свойствами электрических связей с 
соседними ячейками. Предполагается, что вероятность возникновения 
проводящего канала (пробоя) между соседними i-й и j-й ячейками зависит 
от напряжённости электрического поля между ними и описывается рас-
пределением Вейбула: 
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Здесь m — индекс Вейбула, кE  и иE  — критическое поле и поле инициа-

ции разряда соответственно ( к иE E ), зависящие от типа разряда. При 

наличии проводящей связи между соседними ячейками электрический ток 
между ними на каждом шаге модельного времени равен ij ij ijEI G= , где 

ijG  — обратное погонное сопротивление связи, при этом полное изменение 

электрического заряда в i-й элементарной ячейке даётся соотношением  
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δ = τ      (3) 

где τ  — длительность шага, iN  — число активных проводящих связей 

i-й ячейки на данном шаге модельного времени. Отметим, что использо-
ванное выше выражение для тока ijI  справедливо только в случае, когда 

шаг τ  достаточно мал по сравнению с характерным временем релаксации 
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заряда: /ij ijCL Gτ , где С — эффективная ёмкость ячейки. Важной осо-

бенностью модели является учёт изменения проводимости связи в зависи-
мости от протекающего по ней тока. Обратное погонное сопротивление 
(проводимость) связи описывается уравнением 

2 ,ij
ij ij ij

G
E G G

t

∂
= η −β∂        (4) 

представляющим собой дифференциальный аналог формулы Ромпе — 
Вейцеля для проводимости длинной искры в газе [16]. Первое и второе 
слагаемые в правой части уравнения (4) описывают влияние на проводи-
мость омического нагрева и остывания канала соответственно. Отметим, 
что при снижении проводимости до некоторого порогового значения ка-
нал исчезает.  

Система уравнений (1) — (4) описывает возникновение и эволюцию 
иерархической структуры проводящих каналов во внутриоблачной среде 
при наличии внешнего электрического поля и некоторого начального рас-
пределения плотности заряда. Возникающая при этом система токов пред-
ставляет собой распределённый источник электромагнитного излучения. 
Элементами такой системы являются линейные токи между соседними 
ячейками, электромагнитное поле каждого из которых задаётся в рамках 
известного приближения передающей линии [17, 18]. 

Изложенная выше общая постановка задачи применима для описания 
электрических разрядов различного типа при соответствующем выборе 
характеристик канала, размера ячейки и шага модельного времени. В при-
менении к компактным разрядам указанный подход обладает рядом осо-
бенностей. Прежде всего, это касается морфологии разряда. Как уже от-
мечалось, короткий и мощный всплеск излучения КВР не соответствует 
параметрам обычного внутриоблачного разряда, который длится гораздо 
дольше и излучает намного слабее как в низкочастотном, так и в высоко-
частотном диапазонах. При этом в рамках известных механизмов не уда-
ётся объяснить необходимую для такого излучения силу тока источника, 
сопоставимую с током возвратного удара при разряде облако — земля 
(см., например, [19]), и сравнительно небольшой вертикальный размер, не 
превышающий нескольких сотен метров [20]. В связи с этим в данной мо-
дели предполагается, что КВР имеет две стадии, предварительную и ос-
новную. На предварительной стадии на сравнительно небольшом верти-
кальном расстоянии друг от друга развиваются две биполярные разрядные 
структуры, вертикальный размер и положение которых определяются 
масштабом неоднородности начального электрического поля. Время раз-
вития структур значительно превосходит длительность всплеска излуче-
ния КВР, и за время существования они накапливают на своих противопо-
ложных концах (в кронах разрядов) значительный электрический заряд 
разной полярности. Вторая, основная, стадия компактного разряда начи-
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нается, когда противоположно заряженные кроны разрядов по мере их 
роста вступают в электрический контакт. При этом возникает токовый 
канал, соединяющий области с противоположным знаком заряда, в ре-
зультате чего накопленный на предварительной стадии заряд стекает по 
возникшему проводящему каналу за короткий промежуток времени. 

Рассмотренный выше сценарий развития компактного разряда пред-
полагает, прежде всего, наличие начальной среднемасштабной неодно-
родности плотности заряда и, соответственно, электрического поля. Ис-
точником её может служить турбулентная составляющая конвективного 
потока, усиливающаяся вблизи верхней границы облака. Однако вследст-
вие дисперсии масштабов возмущений плотности заряда следует ожидать 
значительного разброса параметров КВР, что слабо подтверждается на-
блюдениями. В связи с этим представляют интерес механизмы, способные 
сформировать квазирегулярное крупномасштабное возмущение электри-
ческого поля (плотности заряда). Вероятным механизмом формирования 
неоднородного по вертикали распределения плотности заряда с необхо-
димым пространственным масштабом может служить потоковая неустой-
чивость, впервые описанная в работе [21]. Данная неустойчивость разви-
вается в многокомпонентной внутриоблачной среде при наличии слабо 
проводящего воздушного потока относительно более тяжёлых внутриоб-
лачных частиц. В результате в облаке формируется экспоненциально рас-
тущая волна пространственного заряда, движущаяся с конвективным по-
током к вершине облака. Инкремент нарастания плотности заряда в сис-
теме отсчёта, связанной с потоком, 
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определяется аналогом плазменной частоты для тяжёлых частиц 
2 24 /Q N MΩ = π  (где Q, M и N — заряд, масса и концентрация тяжёлых 

частиц соответственно), эффективной частотой их соударений ν  и удель-
ной проводимостью воздушного потока σ . При этом пространственный 
масштаб opt2 / kπ  возникающей неоднородности плотности заряда зависит 

также от относительной скорости воздушного потока u: 
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Согласно оценкам работы [21] характерное время развития потоковой 
неустойчивости составляет порядка 100 с, а пространственный масштаб 
неоднородности плотности заряда может варьироваться в широких преде-
лах, от десятков до сотен метров. Важно, что указанный механизм форми-
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рования неоднородности плотности заряда оказывается достаточно устой-
чивым по отношению к характеристикам тяжёлых частиц и величине 
внешнего электрического поля. Наличие таких частиц даже в верхних сло-
ях развитых грозовых облаков недавно получило экспериментальное под-
тверждение [22]. В пользу существенного влияния локальных конвектив-
ных потоков на возникновение КВР говорит наблюдаемая пространствен-
но-временная кластеризация компактных разрядов, которая проявляется в 
резком росте частоты их появления в ограниченной области вблизи границ 
заряженных слоёв в грозовом облаке [23].  

Наличие среднемасштабной неоднородности начального распределе-
ния электрического поля позволяет естественно решить проблему про-
странственно-временной синхронизации разрядных структур на предвари-
тельной стадии КВР. Дело в том, что для возможности электрического 
контакта структур необходимо их приблизительно синхронное развитие 
на сравнительно небольшом расстоянии друг от друга вдоль электриче-
ского поля. Вообще говоря, электрическое поле вблизи краёв разрядной 
структуры по мере её эволюции усиливается и в некоторый момент вре-
мени может превысить порог инициации, что приведёт к возникновению 
ещё одной разрядной структуры. Однако при таком способе синхрониза-
ции разрядов расстояние между ними оказывается слишком малым (по-
рядка наименьшего масштаба неоднородности поля) для накопления дос-
таточного пространственного заряда до электрического контакта структур. 
В результате электрическое поле в промежутке между структурами быст-
ро достигает пробойного значения и вторая структура становится частью 
более развитой первой структуры без формирования заметной основной 
стадии. При наличии вариаций плотности заряда с характерным масшта-
бом порядка продольного (вдоль внешнего электрического поля) размера 
биполярной стримерной структуры поле может аналогично превысить 
пробойное значение и инициировать второй разряд на расстоянии до не-
скольких сотен метров от первой структуры. В итоге к моменту контакта 
обе структуры успевают накопить электрический заряд, достаточный для 
формирования заметной основной стадии КВР.  

Вследствие небольшого относительного превышения электрического 
поля в области КВР над полем инициации предполагается, что форми-
рующиеся на предварительной стадии проводящие структуры образованы 
разрядами стримерного типа (см. недавнюю работу [24]), скорость распро-

странения которых составляет 5
ст 5·10v =  м/с [25]. Выбирая размер эле-

ментарной ячейки a равным 10 м, определяем шаг модельного времени 
согласно соотношению ст 20/a vτ ==  мкс. Начальное сопротивление 

элементарной связи на предварительной стадии согласно модели [10] со-

ставляет 610  Ом. На основной стадии пробой происходит в среде с пред-
варительной ионизацией и существенно неоднородным распределением 
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плотности электрического заряда, что позволяет в качестве механизма 
формирования проводящего канала рассматривать волну ионизации ана-
логично стадии возвратного удара разряда облако — земля. Важнейшей 
особенностью волны ионизации является резкое (на порядки величины) 
снижение погонного сопротивления канала разряда после прохождения 
фронта волны, что является следствием нагрева, ионизации и газодинами-
ческого расширения воздуха. Для описания этого процесса необходимо 
решать самосогласованную задачу о распространении скачка электриче-
ского поля вдоль оси канала с учётом радиального разлёта газа и его иони-
зации. Такая задача чрезвычайно сложна и в настоящее время далека от 
решения. Открытым вопросом является и зависимость скорости волны от 
уровня предварительной ионизации канала распространения. Типичная 
скорость фронта волны (импульса тока) при возвратном ударе лежит в 
интервале (1/ 3 2 / 3)c÷  [26], где c — скорость света, что хорошо соответ-

ствует оценкам скорости распространения импульса тока на основной ста-
дии КВР, полученным в рамках модели передающей линии [19, 20]. 
В случае КВР уровень предварительной ионизации каналов гораздо ниже, 
чем при обратном ударе, но по мере распространения фронта волны к цен-
тру стримерных структур уровень ионизации каналов растёт, что может 
привести к росту скорости импульса тока. Данный вопрос требует отдель-
ного исследования, здесь же мы полагаем, что скорость распространения 

волны ионизации составляет 75·10  м/с, что определяет шаг модельного 

времени на основной стадии 0,2τ =  мкс. Волна ионизации распространя-
ется вверх и вниз от точки контакта, при этом возникающий канал счита-
ется хорошим проводником, так что выравнивание электрического потен-
циала возникающей проводящей структуры происходит за несколько ша-
гов модельного времени. Сильный ток в канале обусловлен быстрым сбо-
ром зарядов элементарных ячеек, через которые проходит канал, при этом 
полный заряд канала стремится к нулю. Важной особенностью канала раз-
ряда на основной стадии КВР является его активное ветвление в областях 
с высокой плотностью заряда, сформированных на предварительной ста-
дии КВР. 

3. Результаты моделирования 
компактного разряда 

Рассмотрим для примера развитие КВР в случае, когда в области 
формирования разряда исходное вертикальное электрическое поле допол-
нено гармоническим возмущением с пространственным масштабом 200 м 
(кривая 1 на рис. 1, б), обусловленным развитием потоковой неустойчиво-
сти. Высота формирования разряда (около 12 км) и величина электриче-
ского поля соответствуют области на границе основного положительного 
и верхнего экранирующего слоёв в грозовом облаке. Видно, что по мере 
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за сравнительно короткий промежуток времени (несколько микросекунд) 
развивающийся разряд нейтрализует электрические заряды, накопленные на 
смежных гранях разрядных структур. В результате на основной стадии КВР 
формируется короткий интенсивный импульс тока (сильный ток обусловлен 
быстрым сбором зарядов элементарных ячеек, через которые проходит ка-
нал разряда, при этом полный заряд канала близок к нулю), сопровож-
дающийся интенсивным ветвлением канала в областях повышенной плот-
ности заряда (см. [9]). 

Для расчёта электромагнитного излучения на основной стадии КВР 
можно применить подход, аналогичный использованному выше для пред-
варительной стадии. При этом удобно воспользоваться аналитической 
аппроксимацией пространственно-временного распределения средней ли-
нейной компоненты тока на основной стадии разряда [10]. Полагая, что 
основная стадия разряда начинается в момент времени t = 0, пространст-
венно-временное распределение средней линейной компоненты тока ос-
новной стадии разряда можно аппроксимировать выражением 

ос ос
ос ос

ос 0

| | | |
( , ) ( ) exp

( )

z z z z
i z t I t

v t z

γ γ

γ γ

 − −= − − 
 

,  (7) 

где ос 12,25z =  км — высота центра разряда, 7
ос 5·10v =  м/с — скорость 

расширения области разряда вверх и вниз вдоль вертикальной оси, 0z  — 

вертикальный масштаб разряда, параметр γ  определяет толщину пере-

ходной области на границе области тока. Временной фактор в выражении 
(7) имеет вид 

ос 1,1 4,2
ос 0 ос н

0,      0;
( )

exp[ ( / )] 1 exp[ ( / )] ,   0,

t
I t

I t t t

<=   − τ − − τ ≥  
 (8) 

где 6
н 1,1·10−τ =  с — время нарастания среднего тока, 6

ос 1,4 ·10−τ =  с, 

ос 0I = 130 кА. Используя аппроксимацию (7), (8), легко подсчитать, что 

полный заряд, нейтрализованный на основной стадии, составляет 

ос ос ос

0

( , ) d 0,08Q i z t t
∞

= ≈  Кл и соответствует заряду меньшей (в данном 

случае — верхней) структуры, сформировавшейся на предварительной 
стадии разряда. Рассчитанный временной профиль среднего линейного 
тока на высоте центра разряда и его аппроксимация (8) показаны на рис. 4, а, 
пространственно-временное распределение модельного тока (7), (8) при-
ведено на рис. 4, б.  
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в частности, [10]). Прежде всего, в модели на предварительной стадии 
КВР электромагнитное излучение оказывается сравнительно слабым: 
в большинстве случаев какая-либо электрическая активность в грозовом 
облаке до и после компактного разряда не регистрируется. Полученные в 
рамках численного эксперимента значения длительности и амплитуды 
импульса электрического поля в дальней зоне (до нескольких десятков 
микросекунд и до нескольких десятков вольт на метр на расстоянии 
100 км от разряда), а также изменение зарядового момента (до нескольких 
десятых кулона на километр) соответствуют измерениям для типичных 
компактных разрядов. Отметим, что данные параметры излучения ком-
пактного разряда существенно зависят от его длины, т. е., фактически, от 
вертикального профиля возмущения электрического поля в области КВР. 
Что касается короткого мощного всплеска высокочастотного излучения, 
согласно предварительным оценкам его интенсивность и длительность 
хорошо соответствуют наземным измерениям, а спектральная плотность 
мощности — характеристикам регистрируемых спутниками высокочас-
тотных сигналов атмосферного происхождения, так называемых пар тран-
сионосферных импульсов (transionospheric pulse pair, TIPP), которые пред-
ставляют собой прямой и отражённый от земли сигналы КВР [33]. Важное 
свидетельство в пользу представленной модели даёт сопоставление на-
блюдений компактных разрядов и данных метеорологических радаров, 
показывающее, что мощная конвекция является необходимым, но не дос-
таточным условием возникновения КВР [23]. 

Таким образом, в рамках предложенной фрактальной модели получили 
объяснение важные особенности КВР, в частности слабое (с уровнем ниже 
установленных в экспериментах порогов обнаружения) излучение на пред-
варительной стадии, формирование короткого биполярного импульса элек-
трического поля и синхронного сверхмощного всплеска высокочастотного 
излучения. При этом вследствие особенности пространственно-временной 
структуры разрядного тока, область которого быстро расширяется вверх и 
вниз от точки электрического контакта разрядных структур, импульс элек-
трического поля в дальней зоне остаётся узким в широком диапазоне пара-
метров разряда [10]. Отметим, что известные модели компактного разряда 
не дают самосогласованного описания его широкополосного электромаг-
нитного излучения (см., в частности, [27, 34—37]). 

В заключение отметим, что представление разряда как сети клеточных 
автоматов в настоящее время, фактически, даёт единственную возмож-
ность описать его макроскопическую эволюцию, поскольку традиционные 
трёхмерные расчёты поведения разряда чрезвычайно трудоёмки и не от-
ражают ряд ключевых особенностей рассматриваемого явления, в частно-
сти диссипацию и ветвление каналов разряда, а также не описывают его 
макроскопическую токовую систему. Более того, привлечение методов 
фрактальной геометрии для процессов в сильно неравновесных системах и 
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детальный учёт эффектов кластер-кластерной агрегации представляется 
весьма перспективным с точки зрения построения общей теории широкого 
класса электрических процессов, от инициации молнии до высотных раз-
рядов (transient luminous events, TLE) в атмосфере.  
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ СТАБИЛИЗАЦИИ 

А. А. Корнев 
Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова 

Институт вычислительной математики им. Г. И. Марчука РАН, г. Москва 

Введение 
Типичная задача вычислительной математики, возникающая при ре-

шении обыкновенных дифференциальных уравнений либо нестационар-
ных уравнений в частных производных, заключается в разработке и обос-
новании алгоритмов, позволяющих по заданным начальным условиям 
восстановить с гарантированной точностью соответствующую траекто-
рию. Если исследуемая система содержит управляющую функцию, то при 
наличии подобных алгоритмов появляется возможность не только иссле-
довать динамику системы для конкретных данных, но и допустимым об-
разом влиять на ее эволюцию, направляя к траектории с требуемыми 
свойствами. Для систем седлового типа решение подобных задач стабили-
зации удается построить в терминах проектирования на локально устой-
чивые и неустойчивые многообразия в окрестности либо неподвижной 
точки, либо траектории седлового типа. Соответствующие численные ал-
горитмы основываются на классических результатах теории инвариант-
ных многообразий для частично гиперболических динамических систем. 
В рамках данного подхода задача о построении управления, гарантирую-
щего сближение заданных траекторий, сводится к задаче проектирования 
на многообразие, которое определяется решением некоторого функцио-
нального уравнения. Найденное таким образом управление, по сути, реша-
ет задачу стабилизации на неустойчивом подпространстве малой размерно-
сти, а сближение траекторий в остальной части пространства обеспечивает-
ся свойствами оператора эволюции. Соответствующие алгоритмы позволя-
ют находить решения задач асимптотической стабилизации по начальным 
данным, краевым условиям, правой части для нестационарных конечно-
разностных уравнений, обыкновенных дифференциальных уравнений, 
уравнений в частных производных. В том числе для задачи Лоренца, Бюр-
герса, Навье — Стокса, мелкой воды, баротропного вихря на сфере. 

Постановка задачи 
Пусть на полном нормированном пространстве { },H ⋅  задано отобра-

жение : ,S H H→  имеющее неподвижную точку 0 ,z H∈  т. е. 0 0( )S z z= . 

Пусть имеется некоторая начальная точка 0a H∈  и построена соответст-

вующая траектория, порождаемая оператором S: 

{ }2
0 1 0 2 1 0 0, ( ), ( ) ( ), ... , ( ), ... .i

ia a S a a S a S a a S a= = = =  
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В данном случае S
i
(⋅) означает i-кратное последовательное применение 

оператора S(⋅). Нас интересует задача нахождения множества 

0
( , )zS− −=    всех начальных данных a0 из некоторой окрестности z0

 

неподвижной точки z0, траектории которых стремятся к z0, т. е. 

0 0( ) 0iz S a− → при i → ∞, а также методы проектирования a0 на это 

множество  
–
. 

Линейные отображения 
Рассмотрим решение задачи в линейном случае, т. е. будем считать, 

что отображение имеет вид 0 0( ) ( )S z u S z Lu+ = + , где L — ограниченный 

линейный оператор, действующий из H в H. Наибольший (с точки зрения 
приложений) интерес представляют системы, обладающие следующими 
свойствами: 

а1) H H H+ −= ⊕ ; 

а2) ( ) , ( )L H H L H H+ + − −= ⊂ ; 

а3)
 

, ;

, , 0 , 1.

Lv v v H

Lw w w H

+ +

− − − +

≥ μ ∀ ∈

≤ μ ∀ ∈ ≤ μ < μ < μ μ ≤
 

Это означает, что исходное пространство H может быть разложено в пря-
мую сумму двух подпространств, инвариантных относительно оператора 
L. Если указанные оценки выполняются для µ = 1, то подпространство H– 
сжимается, а H+ растягивается под действием оператора L. В этом случае 
точка z0 называется неподвижной точкой седлового типа. Для рассматри-
ваемых задач стабилизации также допустимы условия µ < 1 и µ+ < 1, озна-
чающие, что на части подпространства H+ оператор L может сжимать, но не 
сильнее, чем на H–. Отметим, что µ+ > 0, поэтому оператор L является невы-
рожденным и обратимым на H+. Далее для простоты считаем, что µ = 1.  

При стабилизации линейных систем важную роль играет следующая 
теорема. 

Теорема 1. Пусть линейное отображение S имеет указанный вид и 
выполнены условия « 1 3a − ». Тогда 

0 0 0 0lim ( ) 0 ( ) .i

i
z S a z a H−→∞
− = ⇔ − ∈  

Условиям теоремы удовлетворяет, например, система, определенная 

на конечномерном действительном пространстве NH = R с оператором L, 

имеющим в некотором базисе { }1
N

ie диагональный вид 1diag ( , ... , )Nμ μ , 

где  i +μ ≥ μ  при 01 i i≤ ≤ , i −μ ≤ μ при 0 1 .i i N+ ≤ ≤  В этом случае 
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0 0span , 1, ... , , span , 1, ... , .i iH e i i H e i i N+ −= < = > = < = + >  

И если в качестве нормы векторов 
1

N

i i
i

u e
=

= α  взять 
1,...,

max i
i N

u ∞ =
= α , то 

условия теоремы будут выполнены. 
Отметим, что для произвольной нормы можно гарантировать только 

оценки вида i iL v C v+ +≥ μ  и i iL w C w− −≤ μ , означающие асимптотиче-

ское растяжение и сжатие на H+ и H– соответственно. Для операторов L 
общего вида верна теорема 2. 

Теорема 2. Пусть NH = R  и собственные числа оператора L удовле-

творяют условию 

0 01 1... 1 ...i i N+ − +λ ≥ ≥ λ ≥ μ > > μ ≥ λ ≥ ≥ λ . 

Тогда собственные и присоединенные векторы L, отвечающие жордано-

вым клеткам для 1jλ > , образуют базис в инвариантном подпростран-

стве H+, а оставшиеся собственные и присоединенные векторы, отве-

чающие жордановым клеткам для 1jλ < , образуют базис в инвариант-

ном подпространстве H– .  При этом для произвольного ε > 0 найдется 
такая константа C, что 

( ) , ,

( ) , .

i i

i i

L v C v v H

L w C w w H

+ +

− −

≥ μ − ε ∀ ∈

≤ μ + ε ∀ ∈
 

Отметим важную специфику жордановых клеток. Пусть, например, в 
двумерном пространстве в естественном базисе матрица оператора L име-

ет вид 
0,5 1

0 0,5

 
 
 

. Тогда неустойчивое подпространство отсутствует и все 

векторы под действием L асимптотически стремятся к нулю. Однако 

евклидова норма вектора 0 (0,1)Ta =  только после третьего шага начнет 

убывать. Отметим, что чем большего размера жордановы клетки присут-
ствуют в матрице, тем хуже  сжимающие свойства L. Для подпространства 
H+  картина аналогична. Кроме того, в некоторых нормах оценки «a3» 

ухудшаются при уменьшении угла между подпространствами  H+  и H− . 

В общем случае разложение H H H+ −= ⊕  позволяет определить опе-

раторы проектирования P+  и P−  вдоль подпространств [ ]H P H− −=  и 

[ ]H P H+ +=  на подпространства H+  и H−  соответственно. Подпростран-
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ство [ ]P H+  обычно конечномерно, т. е. [ ]P H−  имеет конечную коразмер-

ность, поэтому операторы P±  удобно задать следующими наборами базис-

ных векторов: [ ]
01span , ... , ,iP H+ = < ξ ξ >  [ ]

01span , ... , iP H⊥
− = < η η >  для 

i = 1, ... , i0, где [ ] [ ].P H P H⊥
− −⊥  Далее будем считать, что системы векто-

ров { }iξ , { }iη  известны и линейно независимы. Тогда построение [ ]P u+  

для произвольного u H∈  сводится, с учетом представления 
0

1

[ ]
i

i i
i

u c P u−
=

= ξ +  и условия ортогональности { }iη и [ ]P u− , к решению 

системы 
0

1

( , ) ( , )
i

i i j j
i

c u
=

ξ η = η , j = 1,  ... , i0, и последующему нахождению 

0

1

[ ]
i

i i
i

P u c+
=

= ξ . Проекция [ ]P u−  вычисляется по формуле [ ] [ ]P u u P u− += − . 

Векторы { , }i iξ η  можно найти с помощью стандартного пакета ARPACK с 

учетом следующей леммы и ее следствия. 

Лемма 1. Собственные числа матриц A и AT совпадают. Если 1Aξ = λ ξ , 

2
TA η = λ η  и 1 2λ ≠ λ , то ( , ) 0ξ η = , т. е. собственные векторы матриц A, 

AT, отвечающие различным собственным числам, ортогональны. 

Отметим, что множества { ( )}i Aλ  и { ( )}T
i Aλ  совпадают согласно оп-

ределению собственных чисел. Вторая часть леммы следует из равенства 

1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )TA Aλ ξ η = ξ η = ξ η = λ ξ η .  

Следствие 1. Подпространства [ ]P H+  и [ ]P H⊥
−  состоят из векто-

ров, отвечающих собственным числам по модулю больше µ для операто-
ров L и  LT соответственно. 

Для рассмотренного класса линейных операторов, имеющих непо-
движную точку седлового типа, рассмотрим так называемую задачу ста-
билизации по начальным данным: для начальной точки a0, фиксированного 
подпространства ,H⊂  заданного набором линейно независимых элемен-

тов 
01span , ... , ie e= < >  , определить поправку 

0

1

i

i i
i

l c e
=

=  из условия 

0 0lim ( ) , 0,1, 2, ... ,i i

i
S a l z C i

→∞
+ − ≤ μ =  

т. е., согласно теореме 1, из условия 0 0( )a l z H−+ − ∈ . Отметим, что иско-

мые коэффициенты могут быть найдены из системы 
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0

0 0 0
1

, 0, 1, ... , .
i

i i j
i

a z c e j i
=

 
− + η = = 

 
  

Теорема 3. Пусть система векторов { } 0

1

i
ie  линейно независима и  

[ ]{ } 0

1

i

i ie P e+
+=  образуют базис в P+[H]. Тогда для произвольного 0a H∈   

существует единственный вектор l∈ , такой, что 0 0( )a l z H−+ − ∈ , 

0

0

i
i ii

l c e
=

= . 

Исследование линейных математических моделей, записанных в виде 
системы либо дифференциальных уравнений, либо уравнений в частных 
производных, обычно проводится на основе следующего утверждения. 

Теорема 4. Пусть NH = R  и задана система линейных дифференци-

альных уравнений ( ) ( ),x t Ax t′ =  0(0) ,x a=  с постоянной квадратной мат-

рицей A, порождающей оператор ( , )S t ⋅  вида ( ) ( , (0)).x t S t x=  Пусть соб-

ственные числа матрицы A удовлетворяют условию Re( ) 0i +λ ≥ λ >  при 

0i i≤ , Re( ) 0i −λ ≤ λ <  при 0 1.i i≥ +  Тогда собственные и присоединенные 

векторы A, отвечающие жордановым клеткам для Re( ) 0iλ > , образуют 

базис в инвариантном подпространстве H+, а оставшиеся собственные и 
присоединенные векторы, отвечающие жордановым клеткам для 
Re( ) 0iλ < , образуют базис в инвариантном подпространстве H– . При 

этом для произвольного ε > 0  найдется такая константа C, что 
( )

( )

( ) e (0) , (0) ,

( ) e (0) , (0) , 0.

t

t

v t C v v H

w t C w w H t

+

−

λ −ε
+

λ +ε
−

≥ ∀ ∈

≤ ∀ ∈ ≥
 

Отметим, что при решении уравнений в частных производных про-
странство H бесконечномерно. Поэтому при выделении подпространств 
H± и получении оценок типа «a3» необходимо обращать внимание на ко-
нечномерность жордановых клеток и отделенность от нуля углов между 
корневыми подпространствами. 

Пример 1. Пусть в пространстве 2[0, ]H L= π  задано уравнение типа 

теплопроводности 

2

2

1

, ( , ),

0, [0, ],

( , 0) ( , ) 0, (0, ) ( ) sin ( ).kk

u u
bu u u t x

t x
t x

u t u t u x a x c kx
∞

=

∂ ∂= + =
∂ ∂
≥ ∈ω = π

= π = = =  

(1) 
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Его решение несложно получить методом разделения переменных (Фу-

рье): 
1

( , ) e sin ( ),k t
kk

u t x c kx
∞ λ
=

=  где 2.k b kλ = −  Пусть существует такое 

i0, что 
0 0

2 2
0 0 10 ( 1) .i ib i b i +λ = − > > − + = λ  Тогда условие 

2 (0,1)
( ) 0

L
u t →  

при t →∞  эквивалентно условиям 0kc = , 01, 2, ,k i=  , т. е. вложению 

2 0(0, ) [ (0,1)] span sin ( ), 1, ... .u x P L kx k i−∈ = < = + >  Отсюда, с учетом орто-

гональности функций { }sin ( )kx , получаем, что условие убывания с тече-

нием времени нормы решения эквивалентно условию 

2 2 0(0, ) [ (0,1)] [ (0,1)] span sin ( ), 1, ... , .u x P L P L kx k i⊥
− +⊥ = = < = >  

Рассмотрим подробнее решение задачи стабилизации по начальным 
данным при b = 7, i0 = 2, u(0, x) = sin x + sin (2x). Отметим, что в этом слу-
чае u(0, x) ∈ H+. Требуется, изменив u(0, x) только на полуинтервале 
[0, π/2[, обеспечить выполнение u(0, x) + l(x) ∈ H– .  Таким образом, под-
пространство допустимых смещений   состоит из всевозможных функ-
ций, равных нулю на [π/2, π]. Если выбрать базис в виде 

sin ( ), [0, / 2[
= ( ) , 1, 2 ,

0, [ / 2, ]i

ix x
l x i

x

∈ π
= = ∈ π π

  

то найденная поправка l будет иметь минимальную длину в подпростран-
стве L2[0, π], однако при этом функция u(0) + l будет разрывной. Для по-
строения непрерывного и в некотором смысле оптимального продолжения 
можно выбрать базис в виде 

1
0 sin ( ), [0, / 2]

= ( ) , 1, 2 .
0, [ / 2, ]

i

ix x
l x i

x

−Δ ∈ π= =
∈ π π

  

Здесь 1
0 sin ( ) iix l−Δ =  означает = sin ( )il ix′′ , ( )]0, 2[, (0) 2 0.i ix l l∈ π = π =  

Если базис фиксирован, то для нахождения коэффициентов имеем систему 

1 1 2 2

1 1 2 2

( (0) ( ) ( ), sin ) 0,

( (0) ( ) ( ), sin (2 )) 0.

u c l x c l x x

u c l x c l x x

+ + =
 + + =

 

Отметим, что данный подход в том числе позволяет решить задачу стаби-
лизации по краевым условиям для рассмотренного уравнения (1). Дейст-
вительно, пусть требуется найти краевые условия, обеспечивающие 
стремление с течением времени решения задачи (1) к нулю. Рассмотрим 
вспомогательную задачу типа (1), но в области [ , 2 ]ω= −π π . При этом для 

расширенной задачи начальное условие ( )a x  положим равным a(x) в ис-

ходной области ω и нулевым в подобласти расширения ˆ / .ω= ω ω  Решим 
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для полученной таким образом неустойчивой системы задачу стабилиза-
ции по начальным данным для ( ),a x  изменив функцию только в ω̂ , а за-

тем проинтегрируем по времени полученную задачу и найдем ( , ).u t x  То-

гда след функции ( , )u t x  при x = 0,π  задает искомые стабилизирующие 

граничные управления для исходной задачи. 

Нелинейные отображения 

Рассмотрим качественную картину динамики в окрестности неподвиж-
ной точки нелинейного отображения S(⋅). Далее будем считать, что z0 = 0. 
Если же z0 ≠ 0, то можно рассмотреть оператор 0 0( ) : ( )u S z u z= + −  с 

нулевой неподвижной точкой, для него провести все последующие рассу-
ждения, а затем переформулировать их для исходного оператора S(u). Бу-
дем считать, что S — достаточно гладкий оператор и можно построить 
линеаризацию S(u) = Lu + R(u)  в малой окрестности  нулевой точки. 

Пусть L ограничен, существует разложение H на устойчивое и неустойчи-
вое подпространства и выполнены следующие условия частичной гипер-
боличности: 

а1) , , , [ ] [ ];P P I P C P C H P H P H+ − + + − − + −+ = ≤ ≤ = ⊕  

а2) ( [ ]) [ ], ( [ ]) [ ];L P H P H L P H P H+ + − −= ⊂  

а3)
 

, , , [ ],

, 1;

Lv v v P H Lw w w P H+ + − −

− +

≥ μ ∀ ∈ ≤ μ ∀ ∈
μ < μ < μ μ =

 

а4) ( )1 2 1 2 1 2[ ( ) ( )] max{ , } , .iP R u R u u u u u u± ±− < θ − ∀ ∈  

Здесь C± , µ, ±μ — константы, ( )θ ⋅ , (0) 0θ =  — непрерывная положитель-

ная неубывающая функция,  — некоторая окрестность  нуля, для кото-

рой ведутся все последующие рассуждения, а операторы P+ и P– являются 
операторами проектирования вдоль подпространств [ ]H P H− −=  и 

[ ]H P H+ +=  на подпространства H+ и H– соответственно. В данных нера-

венствах v, w, ui — произвольные элементы ⊂ Н. В данном случае в ус-

ловиях «a3», «a4» имеется спектральный зазор для нормы оператора L (т. е. 
µ+ > µ–) и точка 0 называется гиперболической [1]. 

Обозначим через –(S, ) устойчивое многообразие, так называемый 

входящий ус Адамара, подмножества : 

{ }0 1 1( , ) : , ( ), 0,1, 2, ... ,i i iS m m m S m i− + += ∈ ∃ ∈ = =     
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а через ( , )S+   неустойчивое многообразие, или «исходящий ус Ада-

мара»: 

{ }0 1 1( , ) : , ( ), 0,1, 2, ... .i i iS m m m S m i+ + += ∈ ∃ ∈ = =     

В окрестности  неподвижной гиперболической точки многообразия 
± существуют и определяют качественное поведение траекторий. В том 

числе известно [1, 6, 7], что 

a) многообразия ±  локально инвариантны относительно S ;  

б) если m− −⊂  и i ≥ 0, тогда  ( ) ;iS m− ⊂  

в) под действием оператора S каждая траектория притягивается к 
+
; 

г) если  m+ +⊂ , тогда для любого i ≥ 0 существует ( ) ;iS m− + ⊂  

д) если ,u −∉  тогда найдется ( ) 0 ,i i u= >  такое, что ( ) .iS u ∉  

Соответствующий результат в гиперболическом случае принято называть 
теоремой Адамара — Перрона. 

По сути, устойчивое многообразие представляет собой множество то-
чек m0, всегда остающихся в  при действии оператора S. Неустойчивое 

многообразие состоит из точек m0, для которых произвольная степень i 
оператора S обратима и S–i(m0) принадлежит множеству . При этом если 

окрестность достаточно мала, то можно найти такое отображение 
f : 0 0[ ] [ ]P P− +→  , удовлетворяющее условиям f(0) = 0, 1 2( ) ( )f w f w− ≤ 

1 2 ,w w≤ γ −  что  

{ }0( ) ( ), [ ] .w f w w P−
−= + ∈    

Это означает, что  для каждого элемента w H−∈  однозначно вычисляется 

такой элемент ( )f w H+∈ , что ( ( )) .w f w −+ ∈  Аналогично, существует 

отображение 0 0: [ ] [ ]P P+ −→ g , удовлетворяющее условиям g(0) = 0, 

1 2 1 2( ) ( ) ,v v v v− ≤ γ −g g такое, что 

{ }0( ) ( ), [ ] .v v v P+
+= + ∈  g  

Это означает, что для каждого элемента v H+∈  однозначно вычисляется 

такой элемент ( ) ,v H−∈g  что ( ( )) .v v ++ ∈g  Таким образом, подмноже-

ства ±  для нелинейного оператора S(u) = Lu + R(u) являются нелиней-

ными, искривленными посредством функций f и g аналогами подпро-
странств H±  для линейного отображения Lu.  
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Далее нас будет интересовать устойчивое многообразие − (хотя не-

который класс задач стабилизации решается в терминах + ). 

Известно, что отображение f может быть найдено из условия инвари-

антности: если m = w + f (w), т. е. ,m −∈  то для ее образа имеем 

( )S m −∈ , т. е. [ ( )] ( [ ( )])P S m f P S m+ −= . Отсюда получаем уравнение для 

функции  f :  
[ ( ( )) ( ( ))] ( [ ( ( )) ( ( ))])P L w f w R w f w f P L w f w R w f w+ −+ + + = + + + , 

то есть 
( ) ( ( )) ( ( ( )).L f w P R w f w f Lw P R w f w+ −+ + = + +  

Второе тождество следует из условий инвариантности «a2,3» подпро-
странств H± относительно L. 

Пример 2. Рассмотрим отображение 

2

1

2 3
1 2

1
4
1
2

7 127
4 64

,

,( )

2 ,

w

wS u

v w w


= 


− −

  

в пространстве  3
1 2( , , ) .vu w w R= ∈  Не сложно проверить, что точки вида 

2 3
1 2 1 2( , , )v ww w w= +  переходят в точки 2 3

1 2 1 2
1 1 1 1( )2 4 2 4( , , ( ) )v w ww w = + , 

т. е. удовлетворяют условию инвариантности. Таким образом, для указан-

ного отображения множество точек 2 3
1 2 1 2( , , )w ww w− = +  является инва-

риантным и стремится к нулю с экспоненциальной скоростью: 
2 2 3 3

1 2 1 2
11 1 1(2 2 44

( ) (( ) , ( ) , ) ( ) ).n n n n n
n w wu S u w w= = +  

В общем случае при решении нелинейных уравнений в частных про-
изводных отображение f удается построить только приближенно с помо-
щью итерационных алгоритмов (см. [5, 7]), основанных на следующем 
утверждении:  в малой окрестности  имеем 

lim [ ( )] 0n

n
a l P S a l−

+→∞
+ ∈ ⇔ + = . 

Отсюда следует, что, выбрав достаточно большое n и решив уравнение 
0

1

[ ( )] 0
i

n
i i

i

P S a c e+
=

+ =  

относительно неизвестных коэффициентов ci, мы получим приближенную 

проекцию a вдоль 0span , 1, ... ,ie i i= < = >   на − . При n = 0 имеем сис-

тему 0

1
[ ] 0

i
i ii

P a c e+ =
+ = , т. е. строим проекцию на H–. Поскольку −  

касается H–, то часто такая проекция имеет достаточно высокую точность. 
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Пример 3. В качестве примера можно рассмотреть задачу построения 
устойчивого многообразия для уравнения Чафе — Инфанта: 

2
3

2

1

7 , ( , ),

0, [0, ],

( , 0) ( , ) 0, (0, ) sin ( ).kk

u u
u u u u t x

t x
t x

u t u t u x c kx
∞

=

∂ ∂= + − =
∂ ∂
≥ ∈ω = π

= π = =  

В данном случае нелинейная добавка 3( )u−  разрушает инвариантность под-

пространства span sin ( ), 3, 4, ...w H kx k−∈ = < π = >  и элемент устойчивого 

многообразия −  имеет вид w + v, где ( ) span sin ( ),v f w kx= ∈ < π  

1, 2 .k = >  Таким  образом, для произвольногоw H−∈ , достаточно малого 

по норме пространства L2[0, π], можно найти такие коэффициенты c1, c2, 
что решение u(t, x) задачи Чафе — Инфанта с начальным условием w(x) + 
+ c2 sin x + c2sin (2x) стремится к нулю в норме L2[0, π] при t → ∞. Так как 
соответствующие коэффициенты могут быть найдены только приближен-
но, то и убывание нормы u(t) мы получим только на некотором конечном 
временном отрезке [0, T ] . Поэтому, если мы хотим обеспечить дальней-
шее убывание решения, для полученной функции u(T)  потребуется заново 

решить задачу перепроектирования на − . Напомним, что в рамках дан-

ного подхода удается решить задачу стабилизации нелинейной системы 
по краевым условиям. 

Как было сказано выше, в некоторых случаях для решения нелиней-
ной задачи стабилизации достаточно осуществлять проектирование не на 

устойчивое многообразие − , а только на H–, так как даже такая проек-

ция имеет достаточно высокую точность. В качестве примера рассмотрим 
задачу о стабилизации течения электропроводящей жидкости в кольцевой 
области на основе двумерных уравнений Навье — Стокса. 

Пример 4. Экспериментальная установка, приближенное моделирова-
ние процессов которой мы рассматриваем, представляет собой горизон-
тально расположенную круглую ванну из органического стекла с двумя 
коаксиальными цилиндрическими электродами, между которыми нахо-
дится раствор медного купороса. Дно ванны соприкасается с электромаг-
нитом, создающим вертикальное рабочее электромагнитное поле с почти 
синусоидальным по радиусу и не зависящим от угла профилем. В резуль-
тате аналитического исследования предсказано (см. [8]) и эксперимен-
тально  получено (см. [4]), что  при малых значениях протекаемого тока J 
в системе имеется локально устойчивое ламинарное двухпотоковое тече-

ние (0)
zu , такое, что ближняя к внешней границе часть жидкости вращается 

против часовой, а ближняя к внутренней границе — по часовой стрелке 



 

182 

(рис. 1, а). При увеличении модуля J такой квазистационарный (в смысле 
функции тока) режим становится неустойчивым с неустойчивостью сед-
лового типа. Это приводит к появлению трех вращающихся против часо-

вой стрелки вихрей (3)
zu  с центрами в вершинах также вращающегося пра-

вильного треугольника (рис. 1, б). В работе [8] аналитически было показа-
но, что помимо трехвихревой структуры для кольца с отношением радиу-
сов порядка 1/3 при больших числах Рейнольдса теоретически могут су-
ществовать неустойчивые структуры с волновыми числами до шести. 
Подобные режимы также наблюдались в некоторых экспериментах 
(см. [2, 3]). 

 

 

а б 

Рис. 1. Двухпотоковый режим (0)
zu  (а) и трехвихревой режим (3)

zu (б) 

 
Для численного моделирования данного эффекта и решения задачи 

стабилизации ламинарного двухпотокового течения рассмотрим систему 
уравнений Навье — Стокса в переменных «скорость — давление»: 

1 2

, ( , ) ,

div 0, ( , ), ( , ),
tu u u u p f x y

u u v w f f f

− νΔ + ⋅∇ + ∇ = ∈Ω
 = = =

      (2) 

с начально-краевыми условиями 

{ }
0

2 2
1 2 1 2

0, (0, , ),

( , ) : , 0,3, 1,

t
u u u x y

x y r x y r r r

∂Ω == =

Ω = ≤ + ≤ = =
    (3) 

правой частью вида 1

2 1

( , ) 0,345sin 2
r r

f r
r r

 −φ = − π − 
 и вязкостью ν =  170–1. 

Функция ( , )f r φ  выбрана с учетом рекомендаций работ [4, 8], коэффици-

ент ν найден в результате численных экспериментов. В какой степени по-
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лученные далее результаты согласуются с течением реальной жидкости, 
можно, по-видимому, проверить только экспериментально. 

Численное решение рассматриваемого уравнения (2), (3) в данной ра-
боте строилось в рамках пакета FreeFEM++ методом конечных элементов. 
Численно проверено, что для указанных значений параметров уравнения 
качественная картина динамики выглядит следующим образом: решение 

монотонно приближается к изображенному на рис. 1 течению (0)
zu  и некото-

рое время находится в его окрестности, а далее за время 30—70 единиц  

постепенно формируется устойчивое трехвихревое течение (3)
zu . Таким об-

разом, система (2), (3) качественно правильно воспроизводит структуру те-
чений реальной жидкости. Рассмотрим задачу стабилизации в окрестности 

неустойчивого течения (0)
zu  по краевым условиям: для указанных парамет-

ров уравнения и фиксированной начальной функции 
0a t

u = , достаточно 

близкой к (0)
zu , требуется найти такую граничную функцию 

1
( )a r r

u t = , опре-

деленную на внутренней границе области Ω, что полученное решение ( )au t  

уравнения (2) с найденным краевым условием на внутренней границе и ну-

левым на внешней остается в малой окрестности течения (0)
zu  при всех 

0t ≥ , т. е. ( )au t  имеет стабильную двухпотоковую структуру. 

Решение сформулированной задачи стабилизации по краевым услови-
ям будем строить в терминах проектирования на устойчивое инвариантное 
подпространство H–. Это означает, что краевое условие строится для ли-
неаризованной задачи, а найденное в результате граничное управление 
применяется для исходной нелинейной системы. Основу данного подхода 
составляют конструктивные теоретические результаты А. В. Фурсикова, 
говорящие о возможности стабилизации по краевым условиям в окрестно-
сти стационарного течения для уравнений Навье — Стокса (см. [9, 10]), 
конструктивные  теоремы о существовании инвариантных многообразий 
О. А. Ладыженской и В. А. Солонникова для уравнений типа  Навье — 
Стокса (см. [6]), Д. В. Аносова и Я. М. Песина для конечномерных дина-
мических систем (см.  [1, 7] и цитируемую в этих работах литературу). 

Приведем формальные шаги алгоритма. 
Шаг 1. Приближенно найдем  основное квазистационарное решение 

(0)
zu  для уравнения (2), (3). 

Шаг 2. Сформулируем вспомогательную расширенную математиче-
скую задачу 

1 2

, ( , ) ,

div 0, ( , ), ( , ),
tu u u u p f x y

u u v w f f f

 − νΔ + ⋅∇ + ∇ = ∈Ω


= = =

     
     

     (4) 
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с начально-краевыми условиями 

{ }
0

0

2 2
0 2 0 1

0, ( , ),

, 0 .

t
u u u x y

r x y r r r

∂Ω == =

Ω = ≤ + ≤ = Ω∪Ω < <

  


   (5) 

При этом выберем параметры расширения так, чтобы исходная задача (2),  
(3) и построенная расширенная задача (4), (5) совпадали в области Ω, т. е. 

положим 1,2 1,2, f fν = ν ≡  для (x, y) ∈ Ω. В подобласти расширения 

\Ω = Ω Ω  значения указанных параметров определим так, чтобы основное 

квазистационарное течение (0)
zu  для расширенной задачи было близко к 

решению uz при (x, y) ∈ Ω. По сути, это соответствует погружению исход-
ной кольцеобразной области в среду с другими характеристиками, но с 
приближенным сохранением интересующего нас квазиустойчивого со- 
стояния. Отметим, что взаимодействие между средами чисто математиче-
ское, формально описываемое задачей (4), (5). 

Найдем основное течение (0)
zu  для задачи (4), (5) и убедимся, что 

(0) (0) 1z zu u
Ω

−  . Это позволит заменить исходную задачу стабилизации в 

окрестности (0)
zu  в области Ω на задачу стабилизации в окрестности (0)

zu  в 

области Ω . 
Шаг 3. Пусть оператор L соответствует линеаризации стационарного 

уравнения Навье — Стокса (4), (5) в области Ω  в окрестности решения 
(0)
zu , а L* — сопряженный к нему оператор. Вычислим для операторов L и 

L* базисы в подпространствах 0span , 1, ... ,iH i i+ = < ξ = >  и 

0span , 1, ... ,iH i i⊥
− = < η = > , отвечающие собственным числам с неотри-

цательной действительной частью. Если (0) (0)
z zu u

Ω
≡ , то в силу неустойчи-

вости исходного течения (0)
zu  такие числа заведомо существуют и всегда 

0 < i0 < ∞. Отметим, что все пространство H можно представить в виде 
прямой суммы H H H+ −= ⊕ , где H−  соответствует корневым подпро-

странствам оставшейся части спектра  с отрицательной действительной 
частью. При этом ( ) , ( )L H H L H H+ + − −= ⊂ , т. е. указанные подпростран-

ства инвариантны относительно оператора L, и H H⊥
− −⊥ . Далее будем 

считать, что соответствующие вектор-функции { }0, , 1, ... ,i i i iξ η =  найдены 

и линейно независимы. 
Построим так называемое подпространство допустимых смещений 

0span , 1, ... ,ie i i= < = >  вида 
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0, ( , ) ,
( , )

, ( , ) ,i
i

x y
e x y

e x y

∈Ω
=  ∈Ω

 

где функция ( , )ie x y  является решением задачи Стокса в области Ω  с 

нулевыми краевыми условиями: 

{ }2 2
0 1

,

div 0,

0, .

i i

i

i

e q

e

e r x y r∂Ω

−Δ + ∇ = ξ
 =
 = Ω = ≤ + ≤

          (6) 

Такой выбор обеспечивает корректность и в некотором смысле оптималь-
ность изменения поля скоростей при проектировании на многообразие 

( )−  . 

Шаг 4. Для стабилизации по границе решения задачи (2), (3) с началь-
ным условием au  продолжим функцию au  из области Ω  в область Ω  до 

функции au  так, что dist (0)( , ( ( )) 1.a zu u− )     Процесс продолжения со-

стоит из двух подшагов. 
4.1. Приближенно продолжим au  в область Ω  до бездивергентной 

функции au . 

4.2. Для найденной функции au  методом нулевого приближения (см. 

[11]) определим приближенную проекцию на устойчивое подпространство 

H– в виде 
0

1

i

a a i i
i

u u c e
=

= + , где коэффициенты 
01, ... , ic c  вычислим из ус-

ловий 0( , ) 0, 1, ... ,a z ju u j i− η = =  . В этом случае в разложении функции 

a zu u−   по базису корневых подпространств H+ и H– не содержатся компо-

ненты подпространства H+, поэтому (0) (0)( )a zu u H−− ∈  . 

Найденное таким образом продолжение au  является начальным усло-

вием для нелинейной задачи (4), (5). И если au  принадлежит малой окре-

стности ( )−  , то норма разности (0)( )a zu t u−   убывает для 0 ≤ t ≤ T0. По-

этому след 
20,

( )a y y l
u t = =
  дает искомое стабилизирующее управление 

(1,2) ( )tθ  для исходной задачи в области Ω. 

Относительно линеаризованной задачи подпространство H– инвари-

антно, поэтому если (0) 0z zu u
Ω

− =  и все промежуточные задачи решают-

ся абсолютно точно, то в нестационарном линейном случае (т. е. для задач 
Озеена в расширенной и исходной областях) время T0 можно выбрать 
сколь угодно большим. Для нелинейных задач в разложении разности ре-
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шений (0)( )a zu t u−   в некоторый момент времени t = T1 появятся значитель-

ные компоненты из подпространства H+, поэтому процесс стабилизации 
будет нарушен. Следовательно, шаг 4 необходимо  циклически повторять 
для начальных функций 

1 12
,a at T t T

u u= =  и т. д. 

Расчеты проводились на квазиравномерной триангуляции области при 
2, 10h −τ  . Приближение к квазистационарному решению (0)

zu  было най-

дено в результате решения стационарной линеаризованной системы (2). 

Отметим, что в некоторых случаях для приближенного вычисления (0)
zu  

лучше решать исходную нелинейную стационарную систему (2), напри-

мер методом Ньютона. Численно получено, что в окрестности (0)
zu  для 

исходной задачи имеются вихревые собственные функции с волновыми 
числами nv = 1, 2, 3, 4, 5, ... и каждой моде соответствует пара комплексно-
сопряженных собственных чисел, а также ламинарное двухпотоковое те-
чение. Наиболее неустойчивыми являются моды nv = 4, 3, 5. Отметим, что 
структура собственной функции, например для nv = 3, близка к структуре 
функции ξ1 (рис. 2), а четырехвихревая мода близка к ξ3 (рис. 3). При этом 
все численно найденные собственные числа имеют близкую к нулю, но 
отрицательную действительную часть, хотя решение нелинейной задачи с 

(0)(0) zu u=  также выходит за время порядка 30—40 единиц на трехвихре-

вой режим. Данная несогласованность объясняется, на наш взгляд, тем, 
что линеаризация строится для функции, не являющейся стационаром. 

В подобласти расширения \Ω = Ω Ω  положим 

01

0 1 1 0

50
r rr r

r r r r

−−
− −

 
ν = ν ⋅ + 

 
 , 1,2 0f ≡ . Приближение к квазистационарному 

решению (0)
zu было найдено в результате решения расширенной линеари-

зованной стационарной задачи (4). Так как функция (0)
zu  принадлежит 

малой окрестности (0)
zu  в области Ω, следовательно процесс стабилизации 

в области Ω  можно направлять к (0)
zu , что обеспечит в случае успеха ста-

билизацию в окрестности (0)
zu  в области Ω. 

Выделим линейную часть L для оператора правой части расширенной 

системы Навье — Стокса в окрестности функции (0)
zu  и вычислим для 

оператора L базис в H+  и H ⊥
− . Численно получено, что в окрестности (0)

zu  

имеются вихревые собственные функции с волновыми числами nv = 1, 2, 3, 
4, 5, ... , каждой моде соответствует пара комплексно-сопряженных собст-

венных чисел, а также ламинарное двухпотоковое течение (так как (0)
zu  не 
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является стационаром). При этом ( 4) 0,06 0,4 ,vn iλ = ≈ ±  ( 5)vnλ = ≈ 

0,04 0,4 ,i≈ ±  ( 3) 0,03 0,5vn iλ = ≈ − ± . Отметим, что решение нелинейной 

расширенной задачи с (0)(0) zu u=   также выходит на трехвихревой режим. 

Соответствующие функции { }1 1,ξ η  для nv = 3 изображены на рис. 3. При 

этом функции 2 2,ξ η  имеют схожий вид с точностью до поворота на угол 

порядка π/6. 
 

 

а б 
 

 

в г 
Рис. 2. Базисные функции 1 1 1( ) , ( ) , ( )а б e вξ η  и типичная функция (4) ( )a г  
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а б 

 

в г 
 

Рис. 3. Базисные функции 3 3 3( ), ( ), ( )а б e вξ η  и типичная функция (0) ( )a г  

 
Процесс проектирования (т. е. четвертый пункт алгоритма) будем по-

вторять регулярно (с некоторой частотой по времени). Если краевые усло-
вия равны нулю, т. е. стабилизация отсутствует, то решение стремится к 

вращающейся системе из трех вихрей (3)
zu  (см. рис. 1). Если процесс ста-

билизации включить с момента времени T = 10 для решения задачи (2) при 
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нулевой начальной скорости и нулевых граничных условиях, а в процессе 
стабилизации учитывать только пару собственных функций для nv = 3, 

то решение стремится к течению из четырех вращающихся вихрей (4)a  

(см. рис. 2). Таким образом, частичная стабилизация в окрестности (0)
zu  

в смысле блокирования только трехвихревой моды nv = 3 обеспечивает 
стабилизацию в окрестности вторичного четырехвихревого течения. 

Если в процессе стабилизации учитывать  четыре собственные функ-
ции, отвечающие nv = 3, 4, то решение стремится к двухпотоковому тече-

нию, т. е. обеспечивается процесс стабилизации в окрестности (0)
zu . Ти-

пичные структуры (0)a , образующиеся в этом случае для расширенной 

задачи, изображены на рис. 3. Модули найденных коэффициентов в раз-
ложении поправки по векторам { ( )}ie x  имеют порядок 0,03—0,003. 

Еще раз отметим, что на всем отрезке стабилизации t ≥ 10 реализуется 
управление с обратной связью: через равные промежутки времени  
T1 = 0,01 осуществляется перепроектирование текущего течения в расши-
ренной области на устойчивое подпространство H–. Поэтому формально 
стабилизирующие краевые условия могут существенно зависеть от време-
ни. Однако для данной задачи управление выходит на асимптотически 
постоянный режим типа мелких пульсаций. 

Заключение 
Многочисленные расчеты по решению задач стабилизации, проведен-

ные для различных уравнений, показали высокую робастность данного 
подхода. Это связано с тем, что во многих случаях изложенный алгоритм 
устойчив относительно ошибок, возникающих при решении вспомога-
тельных задач типа нахождения неподвижной точки uz и вычисления бази-

сов в подпространствах H+  и H ⊥
− . Более того, для широкого класса урав-

нений математической физики −  существует в окрестности, имеющей в 

интегральной норме вид бесконечномерного эллипсоида, длины полуосей 
которого стремятся к бесконечности. Отметим также, что согласно струк-
туре функций , ,i iξ η  изображенных на рис. 2 и 3, основная неустойчи-

вость сосредоточена в исходной области, так как вязкость в подобласти 
расширения почти на два порядка меньше. Однако в данном случае, на 
наш взгляд, процесс стабилизации оказался успешным вдоль базиса { }ie  

(рис. 2 и 3) благодаря общей глобальной структуре течений — в получен-
ной расширенной задаче существуют либо двухпотоковое, либо трех-, 
либо четырехвихревое течения. Блокируя в процессе стабилизации воз-
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никновение вихревых структур, мы обеспечиваем двухпотоковое решение. 
Косвенно это подтверждается следующим расчетом: если указанный алго-
ритм стабилизации формально реализовать для u(x), считая, что 0 ( ) 0z x ≡ , 

т. е. подавлять возникающие трехвихревые структуры на фоне нулевого 
течения, то мы также выйдем на четырехвихревой режим. Если же подав-
лять в u(x) возникающие на фоне нулевого течения трехвихревые и четы-
рехвихревые структуры, то мы получим двухпотоковое течение. Таким 
образом, нелинейность в данном случае играет ключевую, глобально ста-
билизирующую роль. 

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 15-01-08023. 
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РАДИАТИВНЫЕ УДАРНЫЕ ВОЛНЫ 
И ИХ РОЛЬ В ОБЪЯСНЕНИИ ЗАГАДКИ 

СВЕРХМОЩНЫХ СВЕРХНОВЫХ 

С. И. Блинников 
Институт теоретической и экспериментальной физики, г. Москва 

Институт Кавли физики и математики Вселенной Токийского университета, г. Касива, Япония 

1. Введение: три пути, то есть три сценария, 
предложенные для SLSNe 

Типичные взрывы сверхновых (сокращенно SN) производят выбросы 
(ejecta) с кинетическими энергиями 1051 эрг ≡ 1 foe. Эта единица энергии 
была введена Гансом Бете (H. Bethe) и является сокращением от ten to fifty 
one ergs [1]. Свет, излучаемый в течение первого года сверхновой, состав-
ляет лишь небольшую часть этой энергии, около 0,01 foe. В последнее 
десятилетие обнаружены многие сверхновые с пиковой светимостью на 
один-два порядка выше, чем для нормальных сверхновых известных типов. 
Они излучают мощный свет с интегральной энергией, приближающейся к 
1 foe, а иногда даже выше. 

 

 
Рис. 1. Болометрические кривые блеска 
некоторых сверхмощных сверхновых [2] 

Пример приведен на рис. 1 вместе с типичной сверхновой SN Ia для 
сравнения (такие сверхновые используются в космологии из-за их высо-
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кой светимости). Мы видим, что новые объекты излучают гораздо больше 
света. Их называют сверхмощными сверхновыми: SLSNe (Super-luminous 
Supernovae). Это вызов для теории, так как даже обычные сверхновые еще 
не полностью поняты из первых принципов. 

В литературе по сверхмощным сверхновым обсуждается много моде-
лей [3]. Среди них наиболее серьезными представляются следующие три 
сценария: 

1. Неустойчивость при рождении пар (англ. Pair Instability Supernovae — 
PISN). 

2. «Магнитарная» накачка. (Пишем  в кавычках, так как наблюдаемые 
магнитары медленно вращаются. Их находят в повторяющихся вспышках 
мягких гамма-лучей, источниками которых являются сильно замагничен-
ные нейтронные звезды с периодами вращения в несколько секунд, а тут 
нужны миллисекундные периоды.) 

3. Радиативные ударные волны в окружающей плотной оболочке, 
которые могут рождаться в сверхновых, порожденных пульсационной 
неустойчивостью из-за рождения пар (англ. Pulsational Pair Instability 
Supernovae — PPISN). 

2. Неустойчивость при рождении пар и сверхновые 
Для того чтобы понять механизм взрыва сверхновых из-за неустойчиво-

сти при рождении пар, нужно немного изучить теорию звездной эволюции. 
Рисунок 2 показывает эволюционные треки нормальных звезд с раз-

ными массами. 

 
Рис. 2. Эволюция на диаграмме «центральная температура — центральная плот-
ность» (вверху) и диаграмма Герцшпрунга — Рессела (внизу) для нескольких моде-
лей нормальных звезд. Числа возле треков — это массы звезд в единицах массы 
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Можно легко заметить тенденцию: центральная температура Tc растет 

с центральной плотностью ρc примерно как 1/3.c cT ∝ ρ  Этот закон более 

выражен для более массивных звезд. Такое соотношение легко понять из 
условий механического равновесия звезды. 

Очень грубая оценка по порядку величины для силы притяжения двух 
половинок звезды с полной массой M дает 

2

2
~ ,

4
NG M

F
R

 

где R — радиус звезды, а GN — постоянная Ньютона. Эта сила должна 
быть уравновешена градиентом давления P в звезде, которая находится в 
механическом равновесии. 

Давление P практически равно нулю на поверхности, а в центре 

2c

F F
P

S R
= =

π
. 

Опуская все коэффициенты порядка единицы, получаем для давления 
и плотности в центре 
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G M
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R
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и находим, что равновесие требует (в ньютоновской гравитации) 
2/3 4/3

c N cP G M ρ . 

Так что, если у нас есть классическая идеальная плазма с 

/cP T= ρ μ , 

где   — это универсальная газовая постоянная, а  μ  — средняя молеку-

лярная масса, то получаем для центральной температуры 
2/3 1/3

N c
c

G M
T

ρ μ


. 

Таким образом, 2/3 1/3
c cT M∝ ρ  в невырожденных звездах (т. е. в звездах, где 

вклад эффектов вырождения в давление фермионов мал), и при фиксиро-
ванной массе 

1/3
c cT ∝ ρ . 

Та же степень 1/3 получается для массивных звезд (массой около 100 Mʘ  
и выше) с преобладанием излучения в давлении (но тогда зависимость от 

массы слабей: 1/3 1/6
c cP M∝ ρ ). 

Условие механического равновесия, 
2/3 4/3

c N cP G M ρ , 
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говорит нам нечто важное о гидродинамической устойчивости звезды. 
Оно означает, что снижение показателя адиабаты до 4 / 3γ <  может при-

вести к гидродинамической нестабильности. Действительно, если 4 / 3γ < , 

то глобальное сжатие звезды приводит к слишком слабому росту физиче-
ского давления, ниже того, которое необходимо для равновесия. Тогда 
сила тяжести одерживает победу над давлением, и звезда начинает ру-
шиться, т. е. коллапсировать. 

Релятивистские частицы, т. е. фотоны, приводят к 4 / 3γ → . В мас-

сивных звездах с M ~ 100Мʘ мы имеем 4 / 3γ :  из-за высокой энтропии S 

(т. е. на каждый барион приходится много фотонов). 
Массивная звезда, в давлении которой доминирует излучение, уже 

была на грани потери устойчивости, так как давление приближалось к со-

отношению 4/3P ∝ ρ , а теперь звезда теряет устойчивость: γ становится 

меньше, чем 4/3, поскольку создание (e+e–)-пар требует энергии. Импуль-
сы частиц при сжатии не растут достаточно быстро: в парах создаются 
частицы, имеющие низкую скорость. Потеря механической устойчивости 

при 410cρ ∼  г/см3 приводит к началу гравитационного коллапса, который 

может быть остановлен при cρ < 107 г/см3 мощным взрывом, если звезда 

имеет достаточно ядерного горючего (в основном кислорода) в центре. 
Взрыв дает кинетическую энергию до 70 foe и достаточно света, чтобы объ-
яснить некоторые из SLSNe, производящие огромные количества радиоак-
тивного 56Ni — до ~ 20Мʘ (в то время как в стандартной термоядерной 
сверхновой масса радиоактивного материала в 20—50 раз меньше). 

Эта модель, которая называется PISN, может объяснить некоторые из 
событий SLSN, но только медленные, из-за длительного времени диффузии 
фотонов в выбросах, перегруженных элементами железного пика (продук-
тами самого взрыва, а также распада 56Ni). 

Подобные медленные кривые блеска производятся и при накачке 
«магнитаром». В модели магнитара, в которой также нужно выделить ог-
ромную энергию в десятки foe, извлекая ее из энергии вращения нейтрон-
ной звезды, есть много факторов неопределенности. Я не обсуждаю этот 
сценарий здесь, а перейду прямо к самой экономичной модели, которая 
особенно хороша для быстрых SLSNe. 

3. Модели с радиативными ударными волнами 
Модели, объясняющие события SLSN с минимальным бюджетом 

энергии, основаны на сценарии, в котором перед основным взрывом в 
предсверхновой звезде произошло несколько мощных выбросов массы. 
Радиативные ударные волны, полученные при столкновении выброшен-
ных слоев, могут обеспечить требуемую мощность света. Этот класс мо-
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делей называют «взаимодействующими сверхновыми». Нелинейные эф-
фекты играют важную роль на всех этапах этого явления: от начального 
выброса массы, потом при росте и вблизи максимума светимости и, нако-
нец, на стадии остатка сверхновой с фрагментацией плотных оболочек. 

Получим некоторые оценки для важных величин. 
Светимость выражается через эффективную температуру Teff и радиус 

фотосферы Rph: 
4 24 eff phL T R= πσ .     (1) 

Для сверхновой с возрастом  t = 10 сут и характерной скоростью на уровне 
фотосферы u = 109 см/с (т. е. 10000 км/с) получаем Rph = ut ≈ 1015 см, и при 
типичной Teff  ~ 104 К светимость будет L ~ 1043 эрг/с. 

Светимость L спадает за несколько недель, таким образом, обычные, 
невзаимодействующие сверхновые производят порядка 1049 эрг = 0,01 foe 
в фотонах в течение первого года после взрыва, а порядка 1051 эрг = 1 foe 
остается в кинетической энергии выброса в «стандартных» взрывах SN. 

Эта энергия излучается намного позже — в течение тысячелетий 
после взрыва (в основном в рентгеновских лучах) газовым остатком сверх-
новой в ударных волнах, образованных в обычной межзвездной среде с 
плотностью числа частиц порядка 1 см–3. Если плотность околозвездного 
вещества (Circum-Stellar Matter — CSM) в миллиард раз выше, то большая 
часть кинетической энергии излучается гораздо быстрее — на временном 
масштабе порядка года, и фотоны будут гораздо мягче, чем рентген, они 
будут излучаться в основном в видимом или ультрафиолетовом диапазоне. 

В таких условиях эффективная температура может быть такой же: 
Teff  ~ 104 К, в то время как Rph ~ 1016 см гораздо больше, а светимость на-
растает, приближаясь к L ~ 1045 эрг/с на некоторый период времени. Та-
ким образом, сверхмощная сверхновая может получиться при энергии 
взрыва обычного масштаба 1 foe ~ 1051 эрг, но теперь основная доля этой 
энергии теряется в течение первого года в виде фотонного излучения. 

Если имеется сгусток вещества с массой m1 и импульсом p1, его кине-
тическая энергия 

2
1

1
12

p
E

m
= .            (2) 

Если он сталкивается с другим сгустком — массой m0 и с нулевым им-
пульсом, мы получаем для конечной кинетической энергии двух сливших-
ся сгустков в полностью неупругом столкновении 

2
1

2
1 0

.
2( )

p
E

m m
=

+
   (3) 

Импульс сохраняется, но энергия E1 – E2 высвечивается, поскольку 
E2 < E1. Если m0 m1, то только совсем малая доля  E1 высвечивается, 
а при m0 m1 имеем E2   E1, и почти вся начальная E1 излучается. 
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Это означает, что столкновения маломассивных и быстро движущихся 
выбросов с тяжелыми (плотными) медленно движущимися сгустками ок-
ружающей среды эффективно производят большой поток фотонов. Ко-
нечно, следует помнить, что в этом случае импульс двух слившихся сгуст-
ков может отличаться от начального p1, если порождается направленный 
поток фотонов, которые уносят некоторую долю полного импульса. 

Нет особого смысла в детальном изучении этого эффекта с помощью 
порядковых оценок, так как детали производства фотонов могут быть 
сложными. Степень «неупругости» столкновения зависит от картины гид-
родинамического потока и от свойств излучения / поглощения плазмы, 
например от ее состава. Так или иначе, эти детали и сохранение импуль-
сов и энергии должны быть приняты во внимание в полном радиационно-
гидродинамическом моделировании. 

Найдем теперь температуру за фронтом ударной волны. Опять же на 
уровне простых оценок для давления за фронтом ударной волны Ps у нас 
есть 

2 2
0 0s iP D n m Dρ = ,    (4) 

если плотность перед фронтом составляет 0ρ , а D — скорость фронта. 

Плотность inmρ = , если n — плотность числа частиц, а mi — усредненная 

масса ионов. Оценка (4) вытекает из оценки для импульса: поток импульса 

равен 2P pu+  для течения со скоростью u, а когда давление P перед 

фронтом, где вещество холодное пренебрежимо мало, за фронтом полу-
чим (4). Более точное выражение для Ps легко выводится из законов со-
хранения. 

Оценка (4) для нерелятивистской плазмы с уравнением состояния P = 
= nkBT дает 

2
B s ik T m D ,    (5) 

что указывает на очень высокие температуры в диапазоне килоэлектрон-
вольт и выше для скоростей ударных волн больше, чем тысяча километров 
в секунду. 

Теперь выведем «точные» коэффициенты в формуле (5). 
Используя стандартные обозначения для плотности ρ, скорости u, 

давления P, термодинамической энергии E, определим компоненты векто-

ра U


 через плотность массы: 

1U p= , 

плотность импульса: 

2U pu= , 

плотность полной энергии: 
2

3 .
2

u
U E

ρ= +  
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Определим соответствующие потоки массы: 
F1 = ρu, 

импульса: 
F2 = ρu2 + P, 

и энергии: 
F3 = (E + ρu2/2 + P)u. 

Выполняется общий закон сохранения: 

.U t F x∂ ∂ = − ∂ ∂
 

 

В стационарном случае, т. е. 0 ,U t∂ ∂ =


 получаем F


= const. 

Введем const, 1 .j u V≡ ρ = ≡ ρ  

Из F2 = ρu2 + P = j2V = const получим 
2 2 2

0 0 0 0( ).s s s sj V P j V P P P j V V+ = + → = + −  

Индекс «0» у ρ, V, u, P, E обозначает начальные значения вверх по тече-
нию (перед фронтом ударной волны), в то время как «s» соответствует 
значениям ниже по течению, в ударно-сжатом веществе. 

Наиболее удобно работать в системе отсчета, где фронт находится в 
состоянии покоя, тогда скорость ударной волны D оказывается равна u0, 
потому что она по определению измеряется относительно вещества, еще 
не прошедшего фронт. 

Далее,  F3 = const дает 

2 2
0 0 0 0

1 1
.

2 2s s s sE j V P u E j V P u   + + = + +   
   

 

Заменим ui → jVi, тогда получим 

2 2
0 0 0 0

1 1
.

2 2s s s sE j V P jV E j V P jV   + + = + +   
   

 

Отсюда 

2 2 2 2
0 0 0 0 0

1 1

2 2s s s s sE V j V PV E V j V PV+ + = + +  

и 

( ) ( )2 2 2
0 0 0 0

1
( )

2 s s s sE P V j V V E P V+ + − = + . 

Но 2 2
0 0 0( ) ( )( )s s sV V V V V V− = − +  и соотношение 2

0 0( ),s sP P j V V= + −  

полученное выше, дают 2
0 0( ) ,s sV V P P j− = −  так что j2 сокращается в 

числителе и знаменателе: 

( ) ( ) ( )02
0 0 0 02

1
( ) .

2
s

s s s s

P P
E P V j V V E P V

j

−
+ + + = +  
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Итак, 

0 0
0 0 ,

2 2
s s

s s

P P P P
E V E V

+ +   + = +   
   

 

и мы получаем общую формулу для сжатия вещества в течении (напри-
мер, на ударном фронте): 

0 0

0 0

2
.

2
s s

s s

V E P P

V E P P

+ +=
+ +

 

Уравнение состояния ( , )E E P V=  или ( , )P P E V=  дает ударную 

адиабату. Для общего уравнения состояния в сильной ударной волне 
( 0 0,s sP P E E  ), что особенно важно в оболочках сверхновых, 

0 0

0 0

2 / ( ) 1 1
,

2 / ( ) 1 2 / 1
s s

s s s s

V E P P

V E P P E P

+ += ≈
+ + +

 

или 

0

0

2
1s s

s s

V E

V P

ρ = ≈ +
ρ

 

в общем случае и 

0

0

2 1
1

1 1
s

s

V

V

ρ γ += ≈ + =
ρ γ − γ −

 

для случая уравнения состояния с γ = const. 
Пусть ( 1) ,trP E= γ −  где trE — трансляционная внутренняя энергия, 

т. е. кинетическая энергия частиц плазмы, и пусть ,trE E Q= +  где Q — 

внутренняя потенциальная энергия, например энергия ионизации. Тогда в 
сильной ударной волне 

0 2

0 2

2 2 2 2
1 1 ,

1 ( 1)
s tr

s s tr

V E Q Q

V P E

ρ += ≈ + = + +
ρ γ − γ −  

то есть 

0

0 2

1 2
.

1 ( 1)
s

s tr

V Q

V E

ρ γ += ≈ +
ρ γ − γ −

 

При γ = 5/3 это дает 

0

0 2

3
4s

s tr

V Q

V E

ρ = ≈ +
ρ

 

— формула (3.71) в знаменитой книге Я. Б. Зельдовича и Ю. П. Райзера по 
физике ударных волн [4]. 

Мы нашли из сохранения импульса (F2 = const), что 0sP P= +  
2

0( )sj V V+ − , то есть 
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2 0

0 0 0 0

( 1)

[1 ( 1) / ( 1)] 2
s s s s

s s

P P P P P
j

V V V V V V

− γ += ≈ = =
− − − γ − γ +

. 

Это верно для сильной ударной волны, постоянного γ и малого Q. Отсюда 

2 2 0
0 0

( 1)

2
sP

u
γ + ρρ = , 

то есть 
2

0 0

2

1sP u= ρ
γ +

.    (6) 

Заметим, что γ здесь надо брать для газа позади сильной ударной волны, 
поскольку давлением перед фронтом ударной волны P0 можно пренебречь 
и уравнение состояния для него не играет роли. 

Для нерелятивистской плазмы с давлением /P T= ρ μ  получаем 

из (6) 
2

0 0

( 1)

2
s sT

u
γ + ρρ =

μ


, 

откуда 
2

2
0

0

( 1) ( 1)
.

2 2( 1)
s s sT T

u
γ + ρ γ += =

ρ μ γ − μ
 

 

Температура за фронтом сильной ударной волны sT  при постоянном γ и 

малом Q из последнего уравнения оказывается равной 
2
0

2

2( 1)
.

( 1)s

u
T

γ − μ=
γ + 

 

Для γ = 5/3 имеем 
2
03

.
16s

u
T

μ=


              (7) 

Если подставим сюда D8 = u0 /108 см/с, т. е. D8 — скорость фронта в 
тысячах километров в секунду, то получим 

7 2
82,25 10sT D= ⋅ μ         (8) 

в кельвинах, или 
2
81,94sT D= μ     (9) 

в килоэлектронвольтах. Здесь / (1 )A Zμ = +  для плазмы (так как n =   

/ /baryon ion ion e ion ionn n A n n n Zn= μ = μ = + = + ). Заметим, что типичное зна-

чение D в сверхновых около 10000 км/с, так что T получается из этой 
формулы порядка 109 К, т. е. сотни килоэлектронвольт.  
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Поскольку /B pk m≈ , где pm  — масса протона, имеем 
2.B s p sk T m D             (10) 

Эта оценка такая же, как в выражении (5), если там положить i pm m= . 

Эти цифры, часто приводимые в статьях астрономов, совсем невер-
ны в оболочках сверхновых, они только сбивают с толку и вводят в за-
блуждение! 

В действительности плазма в условиях сверхновых, по меньшей мере 
частично, релятивистская: у нас есть огромное количество фотонов с  
P = aT 4 /3, так что Ts заметно ниже из-за высокой теплоемкости фотонного 
газа. Приведенные ниже выражения (12) и (13) показывают, что с учетом 
излучения при D порядка тысячи километров в секунду и ρ ~ 10–12 г/см3 
мы имеем Ts = 4,3⋅104 К, что значительно ниже рентгеновского диапазона 
температур, но достаточно высоко для поддержки высокой светимости L в 
течение длительного времени при больших радиусах R. 

Во многих работах и моделированиях в астрофизике используется 
приближение γ = const, но в сверхновых это очень грубая идеализация, и 
часто она совсем не применима. На значение γ влияет ионизация / возбуж-
дение атомов, и оно очень изменяется на фронте ударной волны, когда 
фронт проходит через холодные слои и нагревает плазму так сильно, что 
радиационное давление доминирует ниже по течению за фронтом. В этом 
случае, который является достаточно общим для периода выбегания удар-
ной волны (supernova shock breakout), формулы (8) и (9) не применимы и 
вводят в заблуждение. 

Уравнения для законов сохранения массы, импульса и энергии в ра-
диационно-домированных ударных волнах более сложны, потому что 
приходится учитывать передачу импульса и перенос энергии фотонов. 
Тем не менее есть два важных предельных случая для сильных ударных 
волн с излучением, когда могут быть получены простые выражения. 

В первом случае мы можем иметь относительно холодный газ вверх 
по течению с 0 sP P  в сильной ударной волне, а ниже по течению газ 

может быть непрозрачен, причем в давлении доминирует излучение. 
Благодаря высокой теплоемкости фотонного газа температура за фрон-

том оказывается на несколько порядков ниже, чем в формулах (8) и (9). 
Подставим давление излучения как Ps в формулу (6), тогда получим 

4
2

0 0

2

3 1
saT

u= ρ
γ +

.   (11) 

При преобладании вклада в давление фотонов γ = 4/3, тогда, подставив 
u0 = D, получаем 

1/4
2

0

18

7sT D
a

 = ρ 
 

.   (12) 
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То есть 
4 1/4 1/2

12 8[ ] 4,3 10sT К D−= ⋅ ρ ,      (13) 

если нормализовать плотность на ρ = 10–12 г/см3 и взять D в тысячах кило-
метров в секунду. Итак, в реальности температура намного меньше, чем по 
формуле (8). 

Второй важный случай имеет место, когда излучение не заперто за 
фронтом, его давлением и импульсом можно пренебречь, но оно очень 
эффективно при переносе тепла. Тогда энергия не сохраняется, а поток 
энергии F3 больше не является постоянной величиной. Вместо этого мо-
жет быть постоянной температура впереди и позади фронта. Сохранение 
массы и импульса дают, как и ранее, 

2
0 0( )s sP P j V V= + − .    (14) 

Теперь и перед, и за фронтом давление /P T= ρ μ  при одинаковой тем-

пературе T, так что условие сильной ударной волны 0sP P  определяет 

не высокое значение T за фронтом, а то, что 0sρ ρ ; тогда 2
0 0sP u≈ ρ , ко-

торое мы извлекаем из (14), дает 
2

0

s D

T

ρ μ=
ρ 

.           (15) 

Изотермическая температура T здесь намного меньше, чем температура, 
найденная в (8) и (9) для адиабатических ударных волн, следовательно 
степень сжатия в изотермических сильных ударных волнах может быть на 
несколько порядков больше, чем каноническое значение ( 1) / ( 1)γ + γ − в 

адиабатических. 
Это типичная ситуация для формирования холодных плотных оболо-

чек взаимодействующих сверхновых. Точное значение T и степени сжатия 
зависит от деталей теплопроводных свойств плазмы, но следует помнить, 
что эти плотные оболочки могут стать неустойчивыми, поэтому точные 
цифры, найденные в идеализированных точных расчетах для плоскопа-
раллельных или сферически-симметричных задач могут быть не очень 
полезны. 

4. Численное моделирование кривых блеска 

Кратко опишем некоторые результаты численного моделирования, ко-
торые учитывают эффекты запирания излучения в сверхновых, взаимо-
действующих с плотной окружающей средой. Для иллюстрации исполь-
зуются результаты из статьи [5]. 

Моделирование использует структуры предсверхновых, либо полу-
ченные из эволюционных расчетов, либо искусственно созданные. В каж-
дой начальной модели есть быстро движущаяся часть, которую можно 
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назвать выбросом. Эта часть имеет массу Mej  и радиус Rej. Значение Mej 
может быть гораздо меньше, чем общая масса коллапсирующего ядра; это 
просто удобная форма параметризации моделей. 

Для того чтобы создать взаимодействующую модель, выброс окружен 
довольно плотной оболочкой, «ветром», с массой Mw, которая распределена 
внутри радиуса  Rw. Внешний радиус этой оболочки должен быть порядка 
1016 см или даже больше в экстремальных случаях. Оболочка может иметь 

распределение плотности по степенному закону pr−ρ ∝ , который имити-

рует ветер, окружающий взорвавшуюся звезду. Для стационарного ветра 
p = 2, но на самых последних этапах эволюции предсверхновой звезды 
ветер не может быть стационарным, и параметр p можно варьировать в 
диапазоне от 1,5 примерно до 3,5. Другой вид оболочки, отделенной от 
выброса областью с более низкой плотностью, также рассматривается в 
нашем моделировании. 

Кривые блеска были рассчитаны для сверхновых, взрывающихся в 
этих оболочках. Ударная волна образуется на границе между выбросом и 
оболочкой. Она очень эффективно преобразует энергию упорядоченного 
движения расширяющегося газа в энергию хаотического теплового дви-
жения частиц, которая может легко излучаться. В результате можно ожи-
дать кривых блеска достаточно мощных для объяснения по крайней мере 
части сверхмощных сверхновых без предположений о необычно высокой 
энергии взрыва. Детальные вычисления подтверждают эти ожидания. 

Для SLSNe типа IIn (т. е. событий с узкими линиями водорода в спек-
трах, отсюда индекс «n») используются  богатые водородом оболочки. Для 
SLSN I (без водорода в спектрах) строятся модели из смеси углерода и 
кислорода с различными соотношениями C и O или же модели с гелиевы-
ми оболочками. Модели могут содержать некоторое количество радиоак-
тивных элементов, таких как 56Ni, но это не обязательно в этом классе мо-
делирования, так как эффект чистого взаимодействия выброса сверхновой 
и околозвездного вещества является достаточным для объяснения боль-
шинства SLSNe с нулевым количеством 56Ni. 

Синтетические кривые блеска в работе [5] вычисляются с помощью 
нашего радиационно-гидродинамического алгоритма с переносом излуче-
ния «STELLA» в стандартной установке. Код имитирует сферически сим-
метричные гидродинамические потоки в сочетании с многогрупповой 
трактовкой переноса фотонов. Процедура расчета непрозрачности учиты-
вает рассеяние на электронах, свободно-свободные и связанно-свободные 
процессы. Вклад спектральных линий (т. е. связанно-связанных процес-
сов) учитывается в приближении непрозрачности расширяющейся среды и 
перекрытия спектральных линий из-за эффекта Доплера. 

Взрывы были смоделированы в виде «тепловой бомбы» с переменной 
энергией Eexpl порядка 2—4 foe, которая несколько больше, чем при стан-
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дартном взрыве сверхновой с 1 foe, но значительно ниже, чем использует-
ся в гиперновых или в сверхновых, порожденных неустойчивостью из-за 
рождения пар (англ. pair-instability supernovae — PISNe). 

Рисунок 3 показывает, как профили плотности, скорости, температуры 
и оптическая глубина (по росселандову среднему для непрозрачности) 
развиваются по времени для одной из моделей. Левые графики соответст-
вуют эволюции до максимума кривой блеска (что происходит на 27-й день 
после взрыва для этой модели), правые графики показывают эволюцию 
после максимума блеска. 

 

     
Рис. 3. Эволюция радиальных профилей плотности (сплошные линии), скорости в 
единицах 108 см/с (пунктир), температуры вещества (штриховые линии) и россе-
ландова оптическая глубина (штрихпунктир) для одной из моделей [5]. Шкала 
плотности находится на левой оси Y, для всех других величин — на правой оси Y. 
Слева — эволюция гидродинамической структуры до максимума: сразу после 
взрыва и после 4 и 25 сут. Справа — те же параметры, но после максимума: в 60, 
80 и 151 сут. Обратите внимание, что на левой и правой панелях используются 
различные масштабы для осей. 
 

В самом начале формируется структура ударной волны в результате 
столкновения между выбросом и околозвездным веществом. Тогда излу-
чение от фронта ударной волны нагревает газ в оболочке, что делает ее 
непрозрачной, и фотосфера довольно быстро перемещается в самые на-
ружные слои. Когда радиус фотосферы достигает своего максимума, на-
блюдается предельное излучение от сверхновой. 

Скорость роста радиуса фотосферы зависит от массы оболочки, по-
скольку для нагрева большей массы оболочки ударная волна должна излу-
чить большее количество фотонов. 

Другой параметр, который влияет на начальный рост радиуса фото-
сферы, — это химический состав оболочки. Например, кривая блеска под-
нимается быстрее для СО-оболочки, чем для гелиевой, так как в СО-смеси   
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высокая непрозрачность получается при более низкой температуре. Это 
поведение кривой блеска может помочь находить химический состав для 
некоторых наблюдаемых SLSNe. 

Графики на правой панели рис. 3 показывают этапы, когда фотосфера 
медленно движется назад к центру, а оболочка и выброс наконец стали 
полностью прозрачными. В начале этой послемаксимальной стадии весь 
газ в оболочке уже нагрет фотонами, которые пришли из области ударных 
волн и продиффундировали через оболочку к внешнему краю, и вся сис-
тема (выброс и оболочка) становится почти изотермической. Ударная вол-
на слабеет со временем и излучает меньше фотонов, которые могут нагре-
вать оболочку, поэтому температура внешней оболочки, куда  еще не вы-
бежала ударная волна, падает. 

Вещество между ударными волнами собирается в тонкий, плотный 
слой, который, в конце концов, будет содержать почти всю массу в систе-
ме. Формирование этого слоя приводит к численным трудностям, что су-
щественно ограничивает временной шаг расчета. Еще одна проблема мо-
жет появиться из-за образования этого слоя: тонкая, плотная оболочка с 
очень большим радиусом, скорее всего, будет неустойчивой и может 
фрагментировать на более мелкие сгустки. Тогда задача станет сущест-
венно многомерной. 

Если посмотреть на профили скорости, то можно увидеть, как с са-
мого начала формируется структура с многократными отражениями. 
Картина течения очень быстро превращается в стандартную структуру из 
двух ударных волн (передней и возвратной). Этот переход мало зависит 
от начального профиля скорости в оболочке. Взаимодействие выброса с 
оболочкой приводит к аналогичным распределениям конечных скоростей. 

 

 
Рис. 4. Теоретические кривые блеска для модели с рисунка 3, одной из лучших для 
SN 2010gx, в фильтрах r, g, B и u в сравнении с наблюдениями Pan-STARRS (поло-
сы u и g) и PTF (B и r) 
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Это течение похоже на автомодельное поведение в решении, найденном 
Д. К. Надёжиным и Р. Шевалье, но с излучением [6—8]. 

Рисунок 4 показывает, как модель с гидродинамикой течения, как на 
рис. 3, воспроизводит наблюдения в нескольких фильтрах для хорошо 
изученной сверхмощной сверхновой SN 2010gx. 

Работа по расчетам кривых блеска SLSN поддержана грантом Россий-
ского научного фонда 14-12-00203. 
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РЕЛЯТИВИСТСКИЕ УДАРНЫЕ ВОЛНЫ: 
СТРУКТУРА ФРОНТА И ИЗЛУЧЕНИЕ 

Е. В. Деришев 

Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 

Введение 
Релятивистские ударные волны невозможно исследовать в лаборато-

риях: они существуют в различных космических объектах. К числу объек-
тов, порождающих релятивистские выбросы плазмы, можно отнести пуль-
сары, микроквазары, активные ядра галактик и источники гамма-
всплесков. Все эти объекты находятся очень далеко от Земли и единствен-
ный способ изучать их — это наблюдать излучения от образующихся там 
ударных волн. 

Несмотря на различную природу источников, у релятивистских удар-
ных волн в космосе есть общая особенность — все они бесстолкновитель-
ные. Отдельного внимания заслуживают источники гамма-всплесков. Су-
ществующие там ударные волны имеют лоренц-фактор Γ порядка несколь-
ких сотен. Их можно считать эталонным примеров релятивистских ударных 
волн. Кроме того, наблюдаемые спектры гамма-всплесков весьма разнооб-
разны, и их объяснение представляет собой трудную задачу для теории.  
В силу этих причин, когда речь пойдет о характерных параметрах и спек-
трах, мы будем иметь в виду прежде всего источники гамма-всплесков. 

Как преобразовать кинетическую энергию в излучение 
Энергия источников гамма-всплесков и активных ядер галактик вы-

свобождается в виде кинетической энергии релятивистской струи (джета), 
которая затем преобразуется в наблюдаемое излучение. Каким бы ни был 
механизм преобразования, он должен генерировать нетепловое излучение 
с достаточно высокой эффективностью. 

Исторически релятивистские бесстолкновительные ударные волны 
были первыми кандидатами для объяснения нетеплового излучения гам-
ма-всплесков и активных ядер галактик. Этой гипотезе и сейчас отдает 
предпочтение большинство авторов. Действительно, такие ударные волны 
имеют две очевидные привлекательные черты: они могут эффективно ус-
корять электроны посредством диффузионного механизма ускорения и 
могут производить собственное магнитное поле, необходимое для генера-
ции синхротронного излучения энергичных электронов. 

Однако внимательное изучение простейших моделей бесстолкнови-
тельных ударных волн выявляет серьезные противоречия. С одной сторо-
ны, генерируемое магнитное поле имеет небольшой пространственный 
масштаб и затухает слишком быстро для того, чтобы позволить ускорен-
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излучением, захваченным внутри нее (таким образом, радиационно-
доминированные ударные волны могут существовать только под фото-
сферой). Ширина фронта ударной волны определяется непрозрачностью 
среды и примерно равна средней длине свободного пробега фотонов. 
В радиационно-доминированных ударных волнах электроны не ускоряют-
ся, поскольку профиль скорости течения слишком гладкий. Вместо этого 
фотоны отбирают энергию непосредственно от потока из-за комптониза-
ции на градиенте скорости. В некотором смысле можно рассматривать 
этот процесс как диффузионное ускорение фотонов на ударной волне. 

Радиационно-доминированные ударные волны позволяют решить 
проблему недостатка рентгеновского излучения, взамен создавая пробле-
му избытка рентгеновского излучения. Теперь фотонный индекс в области 
низких энергий не может быть меньше, чем  α = −1, так как при компто-
низации сохраняется число фотонов. Более мягкие спектры возможны, 
если есть истинное излучение, но фотоны должны рождаться глубоко под 
фотосферой, что снижает эффективность. Кроме того, фотоны с энергиями 
выше Γ ݉ܿଶ  ≈ 100 МэВ не могут получаться при комптонизации тепло-
выми электронами из-за отдачи. 

Еще одна возможность объяснить излучение в фазе основного им-
пульса гамма-всплексов — магнитное пересоединение в джетах с преоб-
ладанием электромагнитной энергии. Модели этого типа все еще находят-
ся на ранней стадии развития, но они похожи на модель «перемежающего-
ся» пульсарного ветра [9], если применить соответствующее масштабиро-
вание. Исходя из этой аналогии можно ожидать довольно жесткой функ-
ции распределения ускоренных частиц, которая плохо согласуется с на-
блюдениями. 

Наконец, отметим, что эффективное преобразование кинетической 
энергии в излучение возможно даже для стационарного релятивистского 
течения. Значительную часть вещества в джетах гамма-всплесков могут 
составлять свободные нейтроны [10]. На некотором расстоянии от цен-
трального источника, ниже фотосферы джета, столкновения становятся 
слишком редкими для поддержания одинаковых гидродинамических ско-
ростей протонов и ионов, т. е. происходит расцепление нейтронной ком-
поненты и плазмы. Расцепление приводит к неупругим столкновениям 
протонов и нейтронов и рождению в них пионов, которые в итоге распа-
даются на фотоны высокой энергии, электроны, позитроны и нейтрино 
(мощный нейтринный сигнал свидетельствует в пользу этой модели). Этот 
механизм излучения надежен и эффективен [10, 11], но едва ли способен 
воспроизвести наблюдаемые спектры, если в модель не включать другие 
процессы излучения. 

Можно сделать вывод, что каждый механизм излучения имеет свои 
преимущества и недостатки, но синхротронное излучение кажется пред-
почтительным выбором. Оно может объяснить спектры главных импуль-
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энергии идет на нагрев легких частиц (электронов и, возможно, позитро-
нов). Эта доля может быть и больше, если плазма в основном состоит из 
электронно-позитронных пар. В-третьих, электроны излучают всю свою 
энергию (так как они находятся в режиме быстрого радиационного осты-
вания). 

Из приведенного выше рассмотрения немедленно следует, что для 
стационарного решения поток магнитной энергии в излучающую область 
одного порядка с потоком энергии излучения из нее. Это значит, что ಳଷ ~ ೝଶ , где  ݁ — плотность энергии магнитного поля, а ݁ — плотность 

энергии излучения. Таким образом, плотность энергии магнитного поля 
одного порядка с плотностью энергии излучения (в соответствии с наши-
ми предыдущими оценками эффект Клейна — Нишины является умерен-
ным и не влияет на вывод). 

В режиме Клейна — Нишины сечение комптонизации (электрон-фо-
тонного рассеяния) и поглощения фотонов (двухфотонное рождение элек-
трон-позитронной пары) близки по величине, так что времена жизни элек-
тронов высоких энергий и фотонов примерно одинаковы. Если электроны 
быстро теряют энергию на излучение, то и произведенные ими компто-
новские фотоны эффективно поглощаются. 

Модели излучающей области релятивистских ударных волн должны 
включать обратное комптоновское излучение в качестве важной своей 
части, а также должны учитывать поглощение комптоновских фотонов как 
в отходящем потоке, так и в набегающем потоке. 

Конверсионный механизм ускорения 

Существует механизм ускорения, специфичный для таких условий, 
когда присутствуют релятивистские гидродинамические движения и од-
новременно поглощение фотонов высоких энергий является эффективным 
[12]. Рабочий цикл этого (конверсионного) механизма ускорения может 
быть описан следующим образом (рис. 3). В процессе комптоновского 
рассеяния электрон порождает высокоэнергетический фотон (метка 1 на 
рисунке), этот фотон обгоняет ударную волну и рождает электрон-
позитронную пару в набегающем потоке (метка 2). Ударная волна доходит 
до изотропизованных частиц и повышает их энергию (метка 3). 

Следует отметить, что существует цикл конверсионного ускорения 
для протонов (преобразование протонов в нейтроны и обратно), который 
требует более жестких условий и здесь не обсуждается. 

В каждом цикле конверсионного ускорения энергия частицы увеличи-
вается на фактор порядка Γଶ, а эффективность ускорения (отношение 
суммарной энергии частиц, которые прошли через цикл, к энергии частиц, 
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(и, следовательно, локальный спектр излучения) зависит от темпа дисси-
пации магнитного поля и по мере сноса плазмы отходящим течением ме-
няется вместе с меняющимся магнитным полем. По сравнению с однозон-
ными моделями синхротронного излучения ударной волны такая структу-
ра излучающей области обеспечивает дополнительную гибкость в форми-
ровании спектров. Это также приводит к единому масштабу длины для 
затухания магнитного поля, ускорения частиц и их радиационного осты-
вания. Таким образом, для модели не стоит проблема несоизмеримости 
масштабов. 

Существует три различных излучающих зоны. Основным (самым 
мощным) источником синхротронного и комптоновского излучения явля-
ется область затухающего магнитного поля в отходящем течении. Наибо-
лее энергичные пары, которые образовались в набегающем потоке, могут 
иметь достаточно времени, чтобы излучить свою энергию еще до дости-
жения фронта ударной волны. Они ответственны за формирование допол-
нительной излучающей зоны в набегающем потоке. Для типичных пара-
метров эта зона дает небольшой вклад в излучение по сравнению с основ-
ной излучающей зоной в отходящем потоке. Однако при определенных 
условиях ситуация может измениться. Набегающий поток перехватывает 
значительную долю излучения, испущенного в отходящем потоке, и по-
тенциально часть этой энергии может переизлучаться в самом набегаю-
щем потоке. 

Третья компонента излучения связана с энергичными лептонами из 
набегающего потока, которые при пересечении фронта ударной волны 
оказываются в сильном магнитном поле и быстро теряют свою энергию, 
в основном из-за синхротронного излучения. Эту компоненту излучения 
можно назвать переходной, так как она обязана своим происхождением час-
тицам, которые, переходя из набегающего потока в отходящий поток, излу-
чают в непосредственной близости от фронта ударной волны. Вклад пере-
ходной излучающей области в спектр синхротронного излучения представ-
ляет собой степенной хвост, простирающийся в область высоких энергий. 

Из-за передачи импульса набегающему потоку комптоновскими фото-
нами эта область течения ускоряется. Основное изменение лоренц-фактора 
происходит в набегающем потоке, по мере того как он постепенно нагружа-
ется вторичными парами. Чем больше параметр обратной связи ܽ (т. е. часть 
энергии потока, которая излучается в отходящем потоке, а затем поглоща-
ется в набегающем потоке), тем меньше величина скачка лоренц-фактора на 
фронте ударной волны (рис. 6). Если параметр обратной связи является дос-
таточно большим, ܽ ≳ 0,14, то скачок исчезает совсем. 

Для типичных параметров скачок лоренц-фактора на фронте ударной 
волны умеренно релятивистский, даже если сама ударная волна ультраре-
лятивистская (так что разница между внутренними и внешними ударными 
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меет естест-
ественности 
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рождения вторичных пар), так что параметры ударной волны эволюцио-
нируют в сторону аттрактора, где пик спектра синхротронного излуче- 
ния приходится на такую энергию, что для типичного излучающего элек-
трона комптонизация происходит в режиме, близком к режиму Клейна — 
Нишины. 

Выводы 
Есть много правдоподобных механизмов для преобразования кинети-

ческой энергии потока в излучение в релятивистских ударных волнах: 
синхротронное излучение ускоренных электронов, комптонизация в ра-
диационно-доминированных ударных волнах, пересоединение в джетах с 
преобладанием электромагнитной энергии, преобразование кинетической 
энергии потока в момент расцепления протонной и нейтронной компо-
нент. Каждый механизм имеет свои привлекательные черты, но ни один из 
них, взятый в отдельности, не может воспроизвести все наблюдаемые 
спектры. На данный момент синхротронное излучение видится предпоч-
тительным выбором. Оно является единственным вариантом для объясне-
ния спектров излучения послесвечения гамма-всплесков,  но и для объяс-
нения спектров излучения в момент всплеска требуется некоторый вклад 
синхротронного излучения. 

Наблюдение гамма-всплесков в спектральной области 100 ГэВ должно 
дать ключ к выбору правильного механизма. Модели синхротронного из-
лучения неизбежно предсказывают измеримый пик обратного комптонов-
ского излучения в спектре. Его обнаружение позволит наконец дать пря-
мую оценку напряженности магнитного поля и энергии излучающих элек-
тронов. Другие механизмы предсказывают вклад в излучение на высоких 
энергиях с отличающейся величиной и/или с отличающимися спектрами, 
так что это излучение является полезным инструментом, когда необходи-
мо отличить одну модель от другой. 

Детектирование нейтринного сигнала (или получение верхнего преде-
ла) в области энергий 10—100 ГэВ в момент всплеска также поможет сде-
лать выбор в пользу той или иной модели. Такой сигнал несет информа-
цию о количестве нейтронов в джетах и может способствовать измерению 
лоренц-фактора джета и эффективности его излучения. 

Неустранимые противоречия в существующих моделях подталкивают 
нас к пересмотру парадигмы релятивистских бесстолкновительных удар-
ных волн. В рамках новой парадигмы ударные волны являются сильно 
модифицированными, так что скачок лоренц-фактора на разрыве оказыва-
ется лишь умеренно релятивистским. В таких ударных волнах диффу-
зионный механизм ускорения подавлен и заменяется (ограниченным)  
конверсионным ускорением. Благодаря обратной связи между набегаю-
щим и отходящим потоками временные масштабы нарастания и диссипа-
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ции магнитного поля оказываются сравнимыми со временем радиацион-
ного остывания электронов. Тем самым устраняется проблема слишком 
быстрого спадания магнитного поля в излучающей области. Наконец, 
обратное комптоновское излучение является существенной частью физиче-
ской картины модифицированных релятивистских ударных волн. Его обна-
ружение (или несомненное доказательство отсутствия) позволит значитель-
но продвинуть наше понимание физики релятивистских ударных волн. 
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Введение 
Пылевая плазма (dusty plasma) представляет собой ионизованный газ, 

содержащий электроны, ионы, нейтральные частицы, а также заряженные 
твердые частицы и/или жидкие капли, которые либо самопроизвольно 
образуются в плазме в результате различных процессов, либо вводятся в 
плазму извне. В лабораторных условиях пылевая плазма была впервые 
обнаружена И. Лэнгмюром еще в 1920-х годах [1]. Однако ее активное 
исследование началось лишь в последние десятилетия в связи с целым 
рядом приложений, таких как электрофизика и электродинамика продук-
тов сгорания ракетных топлив, электрофизика рабочего тела магнитогид-
родинамических генераторов на твердом топливе, физика пылегазовых 
облаков в атмосфере. Существенным направлением исследований являет-
ся физика серебристых облаков и полярных мезосферных радиоотражений 
в летней полярной мезосфере Земли [2, 3]. Пыль и пылевая плазма широко 
распространены в космосе [4—7]. Они обнаружены в планетных кольцах, 
приповерхностных областях безатмосферных космических тел, хвостах 
комет, в межпланетных и межзвездных облаках. Пылевая плазма обнаруже-
на также вблизи искусственных спутников Земли [8] и в пристеночной об-
ласти термоядерных установок с магнитным удержанием [9]. Повышенный 
интерес к изучению пылевой плазмы связан с рядом приложений, таких как 
технологии плазменного напыления и травления в микроэлектронике, а 
также с производством тонких пленок и наночастиц. Наличие пылевых час-
тиц в плазме не только приводит к загрязнению поверхности полупровод-
никового элемента и тем самым к увеличению выхода дефектных элемен-
тов, но и возмущает плазму, как правило, непредсказуемым образом. 
Уменьшение или предотвращение этих негативных эффектов невозможно 
без изучения свойств пылевой плазмы. Бурный рост плазменно-пылевых 
исследований, продолжающийся и по сей день, начался в середине 1990-х 
годов, после того как в двух лабораториях на Тайване [10] и в Германии [11] 
удалось наблюдать формирование плазменно-пылевых кристаллических 
структур. Возможность существования пылевой плазмы в различных фазах 
позволила по аналогии с так называемыми комплексными жидкостями вве-
сти новый термин для ее описания — комплексная плазма. 

Практически в любых экспериментальных исследованиях, в которых 
проявляются неустойчивости плазмы, необходим анализ нелинейных эф-
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фектов. Сам факт наличия неустойчивости говорит о неприменимости 
линейной теории для описания плазмы, поскольку экспоненциальный рост 
возмущений очень быстро делает линейное приближение непригодным.  
В пылевой плазме нелинейные эффекты имеют свою специфику и пред-
ставляют важное направление исследований. Однако их рассмотрение пред-
ставляет существенно более сложную задачу, чем в обычной плазме, без 
пыли. В связи с этим на настоящем этапе имеются лишь отдельные попытки 
рассмотреть нелинейные плазменно-пылевые задачи, и до сих пор не по-
строено систематической теории, описывающей нелинейную физику пыле-
вой плазмы. В настоящей статье обсуждается ряд нелинейных плазменно-
пылевых задач, показывающих важность нелинейных исследований в пыле-
вой плазме с точки зрения объяснения экспериментов и природных явлений. 

Ударные волны 
Важным направлением исследований в пылевой плазме являются 

ударные волны. Ударные волны — один из свойственных плазме типов 
нелинейных волн. Существуют различные возможности достижения «не-
линейного уровня» волнами в пылевой плазме. Кроме традиционных для 
обычной плазмы возможностей (развитие неустойчивостей, ввод энергии 
в плазму), в пылевой плазме важным оказывается коллективный процесс, 
аналогичный процессу генерации ударных волн в газовой динамике. 

Дисперсия пылевых звуковых и пылевых ионно-звуковых волн такова, 
что части волнового фронта, отвечающие более высокой плотности, дви-
жутся быстрее, чем соответствующие части меньшей плотности. В резуль-
тате фронт волны делается круче и возможно образование разрыва на 
профиле возмущения [12]. Однако существует принципиальное различие 
между ростом крутизны фронта ударной волны в газовой динамике и в 
пылевой плазме. В нейтральном газе рост крутизны фронта может быть 
остановлен диссипативными процессами, связанными с вязкостью газа, 
которая обусловлена столкновениями частиц газа. В пылевой плазме су-
щественна аномальная диссипация, связанная с зарядкой пылевых частиц. 
Этот процесс через воздействие на электрическое поле в волне обеспечи-
вает существование стационарных пылевых ионно-звуковых ударно-
волновых структур в пылевой плазме в отсутствие внешнего электромаг-
нитного излучения в предположении постоянства полного числа электро-
нов и ионов (что может быть обеспечено, например, рекомбинацией элек-
тронов и ионов, попадающих на пылевую частицу, в нейтральные атомы, 
которые в дальнейшем отделяются от пылевой частицы и ионизуются) [13, 
14]. Именно этот процесс приводит к тому, что возмущение, например в 
виде пылевого ионно-звукового солитона, может эволюционировать в пы-
левую ионно-звуковую ударно-волновую структуру [15]. Отмеченный вид 
пылевых ионно-звуковых ударных волн принципиально отличается от 
бесстолкновительных ударных волн в плазме, которые связаны с взаимо-
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действием типа «волна — частица» [16]. Пылевые ионно-звуковые удар-
ные волны бесстолкновительны в том смысле, что эффект столкновений 
между электронами и ионами пренебрежимо мал. Однако в отличие от 
классических бесстолкновительных ударных волн аномальная диссипация 
вызывается взаимодействием электронов и ионов с пылевыми частицами в 
виде микроскопических токов, текущих на частицу. 

Таким образом, представляется, что на ионно-звуковых временных 
масштабах именно ударно-волновые структуры являются наиболее важ-
ными нелинейными структурами для пылевой плазмы. Именно на ионно-
звуковых временных масштабах удалось выполнить первые успешные 
эксперименты по ударно-волновым структурам в пылевой плазме [17, 18]. 
Ниже приводится краткое описание этих экспериментов. 

Эксперименты в Японии 
Эксперименты в Японии в Institute of Space and Astronautical Science 

проводились на двойном плазменном приборе, отличающемся от обычно-
го наличием дозатора пыли ([17], см. также [19]). Продольный размер ус-
тановки составлял 90 см, а ее диаметр — 40 см. В плазму вводились стек-
лянные пылевые частицы со средним радиусом 4,4a ≈ мкм. 

Параметры плазмы в экспериментах [17] принимали следующие зна-
чения: парциальное давление газа нейтралов (аргон) находилось в диапа-

зоне 4
Ar (3 6) 10P −= ÷ ⋅  торр, температура электронов (1 1,5)eT ≈ ÷  эВ, тем-

пература ионов 0,1iT <  эВ, значение концентрации пылевых частиц dn  

изменялось в пределах от 0 до 5~ 10 см–3, а концентрации электронов 

en  — от 8~ 10  до 9~ 10  см–3. Для возбуждения ионно-звуковой ударной 

волны к управляющему аноду (driver anode) прилагался трапециевидный, 
быстро достигающий амплитуды импульс напряжения (ramp voltage) с 
амплитудой 2 В и длительностью приблизительно 10 мкс.  

 

 

а б 

Рис. 1. Проявление осцилляторной структуры ударно-волнового фронта в отсутст-
вие пыли (а) и ее подавление при наличии пыли с концентрацией nd = 5⋅104 см–3 (б) 
в экспериментах на двойном плазменном приборе [17] 
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В экспериментах [17] в качестве основной выделялась следующая 
особенность ионно-звуковых ударно-волновых возмущений в пылевой 
плазме. В окрестности фронта на профиле ударных волн в отсутствие 
пыли имеются осцилляции, обусловленные разделением зарядов (электро-
нов и ионов). Наличие пыли подавляет эти осцилляции. Данное утверж-
дение хорошо иллюстрируется рис. 1, на котором показаны ударно-
волновые профили на разных расстояниях от сетки, разделяющей установку 
на две части, — в отсутствие пыли и при ее наличии с концентрацией 
nd = 5⋅104 см–3. 

Отметим, что на той же самой установке проводились эксперименты 
по наблюдению пылевых ионно-звуковых солитонов [20]. При этом наи-
более существенным отличием от экспериментов по ударным волнам бы-
ло использование положительной части синусоидального импульса на-
пряжения длительностью 20 мкс. 

Эксперименты в США 
Эксперименты в США в Университете штата Айова (the University of 

Iowa) проводились на Q-машине, модифицированной для того, чтобы 
обеспечить присутствие пыли в установке [18]. Плазма паров цезия (ионы 
Cs+) в этом эксперименте создавалась методом поверхностной ионизации. 
Ионы цезия при этом возникали в результате облучения пучком атомов це-
зия нагретой до температуры порядка (2000 ÷ 2500) К горячей пластины в 
торцевой части установки и поверхностной ионизации атомов цезия на ней. 

Параметры плазмы в экспериментах [18] принимали следующие зна-
чения: 0,2e iT T≈ ≈ эВ, ni ∼ (106 ÷ 107) см–3, a ∼ (0,1 ÷ 1) мкм. Параметр 

/d d d iZ n Z nε ≡  менялся в пределах от 0 до 0,95 (здесь dZ — зарядовое 

число пылевой частицы). Исследовалась эволюция начального возмуще-
ния — «ступеньки» ионной концентрации, созданной в установке с помо-
щью сетки, на которой поддерживался электростатический потенциал по-
рядка –6 В по отношению к потенциалу горячей пластины. Ширина на-
чального возмущения равнялась приблизительно 25 см. Профили концен-
трации плазмы определялись на основе измерений ионного тока насыще-
ния, падающего на зонд Ленгмюра. 

Вот основные результаты экспериментов [18]. 
1. Пылевые ионно-звуковые ударные волны формируются лишь при 

достаточно больших значениях концентрации пыли (для данных [18] при 
0,75dZε ≥ ). При этом вывод о формировании ударной волны основывает-

ся на росте со временем крутизны фронта возмущения. В случае достаточ-
но малых концентраций пыли роста крутизны не происходит. Наоборот, 
фронт уширяется. Данный результат хорошо иллюстрируется рис. 2, на ко-
тором изображены профили концентрации плазмы на различных расстояни-
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ях от сетки в отсутствие пыли и при наличии пыли ( 0,75dZε ≥ ) в зависимо-

сти от времени [18]. Наклонными прямыми линиями на рис. 2 показано 
продвижение переднего и заднего фронтов импульса. Расхождение на-
клонных прямых линий на рис. 2, а соответствует уширению, а их схож-
дение на рис. 2, б — росту крутизны профиля импульса. 

 

а 

 

б 

Рис. 2. Профили концентрации плазмы n на различных расстояниях от сетки в 
отсутствие пыли (а) и при наличии пыли ( 0,75dZε ≥ ) (б) в зависимости от време-

ни t в экспериментах на Q-машине [18]. В верхней части рисунков показан прямо-
угольный импульс напряжения, приложенного к сетке 

 
2. Скорость пылевых ионно-звуковых волн существенно повышается 

с увеличением dZε . 

Теоретические исследования 
Начало теоретическим работам по пылевым ионно-звуковым ударно-

волновым структурам положила статья [13]. В ней описывался новый вид 
ударных волн, связанных с аномальной диссипацией, природа которой 
вытекает из процесса зарядки пылевых частиц. Продолжением этой статьи 
послужили работы [21, 22], где была развита методология исследования 
ударно-волновых структур в пылевой космической плазме и предложены 
возможные применения исследований ударных волн в пылевой плазме, 
а именно ударные волны и процессы формирования звезд и планет, удар-
ные волны при взрывах сверхновых звезд, ускорение частиц в ударных 
волнах, фазовые переходы в ударных волнах в пылевой плазме. В работе 
[15] показана возможность превращения пылевого ионно-звукового соли-
тона в пылевую ионно-звуковую ударно-волновую структуру. После про-
ведения экспериментов [17, 18] по пылевым ионно-звуковым ударным 
волнам основным направлением теоретических исследований стали по-
пытки их описать. Для этого была разработана модель ионизирующего 
источника [14, 23, 24], на основе которой удалось объяснить основные 
результаты экспериментов. Так, например, в работе [24] наряду с основ-
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ными результатами экспериментов [18], перечисленными выше, выделя-
лось следующее свойство наблюдаемых ударных волн. 

В случае формирования ударно-волновой структуры ширина фронта 
Δξ  соответствует теоретической оценке, основанной на модели [13]: 

~ M /s chvΔξ ν ,         (1) 

где M sv  — скорость ударно-волновой структуры, M  — число Маха, 

sv  — скорость ионного звука, chν  — частота зарядки пылевых частиц. 

Оценка (1) указывает на то, что ударные волны в экспериментах [18] 
связаны с аномальной диссипацией, природа которой вытекает из процес-
са зарядки пылевых частиц. Для параметров экспериментов [18] 

0,2e iT T≈ ≈ эВ, 710in ≈ см–3, 1a ≈ мкм и M 1,94≈  (см. [14]) теоретическое 

значение 80Δξ ≈ см, полученное на основе (1), согласуется с наблюдаемой 

величиной (40 см). Учет эффектов рассеяния ионов на пылевых частицах 
при вычислении значения ширины ударно-волнового фронта уменьшает 
это значение. Численный расчет в рамках модели ионизирующего источ-
ника, учитывающий наряду с эффектами зарядки пылевых частиц, в част-
ности, эффекты рассеяния ионов на пылевых частицах, дает величину 

20Δξ ≈ см [14]. 

В работах [17, 20], кроме описания экспериментов, предпринималась 
попытка их теоретического исследования. Однако при этом использова-
лось модифицированное уравнение Кортевега — де Вриза — Бюргерса  
(КдВБ), в котором численные коэффициенты выбирались для обеспечения 
качественного согласия теоретических и экспериментальных результатов. 
В данном подходе учитывалась кинематическая вязкость ионов при их 
взаимодействии с пылевыми частицами. Однако, как было показано в ра-
боте [25], в условиях экспериментов [17, 20] средняя длина свободного 
пробега ионов при столкновениях с пылевыми частицами превосходит 
характерную длину пылевой ионно-звуковой волны, и, следовательно, 
вязкость должна полагаться нулевой. Учет вязкости, однако, может ока-
заться необходим при рассмотрении сильностолкновительной пылевой 
плазмы, когда длина свободного пробега ионов оказывается меньше дли-
ны волны пылевой звуковой волны или сопоставима с ней. 

Покажем, что теоретические методы, развитые в работах [14, 23, 24], 
позволяют описать все основные результаты лабораторных экспериментов 
по генерации пылевых ионно-звуковых ударных волн [17, 18]. Как уже 
отмечалось, в экспериментах [17], выполненных на двойном плазменном 
приборе, в качестве основной выделялась следующая особенность удар-
ных ионно-звуковых волн в пылевой плазме. В окрестности фронта на 
профиле ударных волн в отсутствие пыли имеются осцилляции, обуслов-
ленные разделением зарядов (электронов и ионов). Наличие пыли подав-
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ляет эти осцилляции. Вычисления в рамках модели ионизирующего ис-
точника проводились для разных значений концентрации пыли в ситуа-

ции, когда 4,4a =  мкм, 1,5e iT T= = эВ, 
8

0 2,3 10in = ⋅ см–3 (фоновая концентрация 

ионов бралась фиксированной для всех 
расчетов; здесь и ниже фоновые величины 
имеют индекс «0»). Ширина «ступеньки» 
( 20xΔ ≈ см), характеризующей начальное 
возмущение в экспериментах [17], и ее 
форма были получены самосогласованно. 
Учитывалось также сравнение теоретиче-
ских и экспериментальных значений раз-
ности потенциалов между пылевой части-
цей и плазмой в зависимости от парамет-
ров плазмы в той же установке и практи-
чески в тех же экспериментальных усло-
виях, в которых проводились эксперимен-
ты [17]. Сравнение показало, что (хотя и 
имеет место соотношение e iT T>> ) луч-

шее соответствие получалось для теоре-
тической кривой, вычисленной при e iT T=  

[26]. Поэтому в вычислениях использова-
лись равные значения iT  и eT . 

На рис. 3, построенном по аналогии с 
рис. 1, представлена зависимость от вре-
мени концентрации ионов на разных рас-
стояниях от сетки для значений 0 0dn =  

(концентрация электронов при этом 
8

0 2,3 10en = ⋅  см–3) и 4
0 1,46 10dn = ⋅ см–3 

(концентрация электронов при этом 
8

0 4,6 10en = ⋅  см–3). В расчетах, как и в экспериментах, присутствие пыли 

подавляет осцилляции в профиле ударной волны, вызванные разделением 
зарядов (электронов и ионов). Теоретическое значение ширины фронта 
ударной волны (во временных единицах) ~ 5мкс соответствует экспери-
ментальным результатам. 

Кроме того, рис. 3, а, полученный в рамках модели ионизирующего 
источника, качественно правильно отражает зарождение в экспериментах 
осцилляций в профиле ударной волны, вызванных разделением зарядов, 
что не удается получить, например, в рамках модели, использующей урав-
нение КдВБ [17]. На рисунке 3, а показано, что на расстоянии 3 см от сет-

 
Рис. 3. Теоретическая зависи-
мость от времени концентра-
ции ионов на разных расстоя-
ниях от сетки для данных экс-
перимента [17] и n

d0
 = 0 (a); 

n
d0 = 1,46⋅104 см–3 (б) 

а 

б 
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ки возникает возмущение на фронте ударной волны, которое на больших 
расстояниях от сетки развивается и принимает вид осцилляций на фронте, 
которые связывают с разделением зарядов. Такая картина находится в 
полном соответствии с экспериментальной. Таким образом, в рамках мо-
дели ионизирующего источника удается описать все основные особенно-
сти экспериментов [17]. 

Аналогично вычисления, проводимые на основе модели ионизирую-
щего источника, позволяют объяснить все основные результататы экспе-
риментов [18], выполненных на Q-машине. 

1. Пылевые ионно-звуковые ударные волны формируются лишь при 
достаточно больших значениях концентрации пыли (для данных [18] при 

0 0 0 0/ 0,75d d d iZ n Z nε ≡ ≥ ). 

2. В случае формирования ударно-волновой структуры ширина фронта 
Δξ  соответствует теоретической оценке (1). 

3. Имеется существенный рост скорости пылевых ионно-звуковых 
волн с ростом 0dZε . 

При вычислениях использовались следующие параметры плазмы: 

e iT T= 0,2= эВ, фоновая концентрация ионов 7
0 1,024 10in = ⋅ см–3 бралась 

одинаковой для всех расчетов, 0,1a = мкм, ширина «ступеньки», характе-
ризующей начальное возмущение, 25xΔ ≈ см, начальное превышение 
ионной концентрации в «ступеньке» над фоновой (в остальной части ус-
тановки) (см. рис. 2). 

На рисунке 4, построенном по аналогии с рис. 2, представлена зависи-
мость от времени концентрации ионов на разных расстояниях от сетки для 
значений 0 0dZε =  и 0 0,75dZε = . Жирными линиями показаны профили 

плотности ионов. Тонкие линии показывают уширение волнового фронта 
при 0 0dZε =  и рост крутизны при 0dZε =  0,75, что находится в соответст-

вии с экспериментальными данными [18].  
Численное значение ширины ударного фронта / M ~ 0,3svΔξ мс (см. 

рис. 4, б) соответствует экспериментальному (см. рис. 2, б) и полученному 
аналитически (1) в рамках теоретической модели [13]. 

Эволюция возмущения происходит таким образом, что приблизитель-
но через 1 мс после начала распространения возмущения по фоновой 
плазме скорость (фронта) возмущения pV  становится близкой к постоян-

ной [24]. На рисунке 5 приведена зависимость скорости возмущения, нор-
мированной к ее значению в отсутствие пыли ( 0 0dZε = ), от 0dZε . Рису-

нок построен с использованием экспериментальных точек [18], которые 
показаны крестиками. Данные вычислений изображены кружками. Видно 
хорошее соответствие теории и эксперимента.   
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Time, ms 

а        б 
Рис. 4. Теоретическая зависимость от времени концентрации ионов на разных рас-
стояниях от сетки для данных эксперимента [18] и 0 0dZε =  (a); 0 0,75dZε =  (б) 

 

 

 
 
 
 
Рис. 5. Зависимость скорости возмущения, 
нормированной к ее значению в отсутствие 
пыли, от 0dZε  

 
Отметим также, что ударно-волновые структуры в экспериментах [17, 

18] слабо затухают, что хорошо видно из теоретических (см. рис. 3, 4) 
и экспериментальных (см. рис. 1, 2) графиков. Указанное затухание обу-
словлено диссипацией, связанной с процессами поглощения ионов пыле-
выми частицами и кулоновских столкновений между ионами и пылевыми 
частицами. Таким образом, в условиях лабораторных экспериментов [17, 
18] не удается получить квазистационарные пылевые ионно-звуковые не-
линейные структуры. Существование таких квазистационарных структур 
возможно в ситуации, когда присутствует внешнее электромагнитное из-
лучение и фотоэффект приводит к положительным зарядам пылевых час-
тиц. При этом для спектра солнечного излучения в окрестности Земли 
можно пренебречь эффектами изменения числа ионов и количества их 
движения из-за их взаимодействия с пылевыми частицами, что обусловли-
вает малость диссипации в пылевой плазме, связанной с этими эффектами. 
Однако эффекты зарядки пылевых частиц в отмеченных нелинейных 
структурах в присутствии электромагнитного излучения, как и в рассмат-
риваемых здесь структурах, играют существенную роль. 

V
p(

ε)
/V

p(
0)

 

   0                      0,5                        1 
   0                    0,5                    1 
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В настоящее время в природе известно по крайней мере одно явление, 
в котором оказываются важными ударно-волновые явления, связанные с 
процессом зарядки пылевых частиц. Это — формирование головной удар-
ной волны при взаимодействии солнечного ветра с пылевой комой кометы 
[6]. Оказывается, что при достаточно плотной пылевой коме (с концентра-
цией пыли у поверхности ядра кометы, превосходящей 106 см–3) головная 
ударная волна может быть связана с аномальной диссипацией, обуслов-
ленной зарядкой пылевых частиц. При этом ширина Δξ  ее фронта удов-
летворяет соотношению (1), свойственному для пылевых ионно-звуковых 
ударных волн.  

Солитоны 
Как известно, в отсутствие диссипации (или если она мала на харак-

терных временах динамики системы) баланс между нелинейными и дис-
персионными эффектами может приводить к образованию симметричной 
уединенной волны — солитона, представляющего собой нелинейную вол-
ну, которая сохраняет свою форму и скорость при движении и взаимодей-
ствии с себе подобными уединенными волнами, т. е. является устойчивым 
образованием. При этом имеет место определенный сдвиг фаз (смещение 
максимума солитона после взаимодействия по сравнению с индивидуаль-
но движущимся солитоном). Как известно, в пылевой плазме происходит 
видоизменение формы солитоноподобного возмущения и превращение его 
в ударную волну. Таким образом, вопрос о существовании солитонов в 
пылевой плазме является не очевидным. Оказывается (см., например, 
[27—30]), что удается дать обоснование существованию так называемых 
слабодиссипативных пылевых ионно-звуковых солитонов сжатия и разре-
жения. Их форма определяется стационарным «консервативным» соли-
тонным решением (полученным в пренебрежении диссипацией) с соответ-
ствующим числом Маха. После взаимодействия друг с другом каждый из 
солитонов восстанавливает форму солитона, распространяющегося без 
взаимодействия. Однако в отличие от обычных солитонов их полная энер-
гия и полный импульс уменьшаются со временем. В солитонах сжатия 
значительной является роль захваченных электронов, следовательно изу-
чение наблюдаемых свойств может использоваться для диагностики мик-
роскопических свойств этих электронов. В случае положительно заряжен-
ных пылевых частиц возмущения затухают медленнее и распространяются 
на бóльшие расстояния, чем в случае отрицательно заряженных пылевых 
частиц. Кроме того, существенным отличием случая положительно заря-
женных пылевых частиц от случая отрицательно заряженных пылевых 
частиц является отсутствие в первом пылевых ионно-звуковых солитонов 
разрежения.  

В лабораторной пылевой плазме исследование солитонов возможно в 
установках типа двойной плазменный прибор и Q-машина. Полезными 
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наблюдения за солитонами могут оказаться в ионосферной и космической 
плазме, что, в частности, представляет интерес для выявления знака заря-
да и диагностики вещества пылевых частиц.  

Модуляционное взаимодействие 
В обычной плазме (без пыли) нелинейное модуляционное взаимодей-

ствие, связанное с усилением фазовых корреляций и уменьшением стохас-
тичности в системе, является одним из основных процессов, приводящих 
к самоорганизации, т. е. переходу системы в более упорядоченное состоя-
ние [31]. В пылевой плазме имеются другие каналы самоорганизации — 
например, приводящие к формированию плазменно-пылевого кристалла. 
Вместе с тем модуляционное взаимодействие остается весьма важным 
процессом, определяющим свойства плазменной системы и имеющим 
свои особенности. Так, при развитии модуляционного взаимодействия в 
пылевой плазме происходит уменьшение микроскопического тока элек-
тронов и увеличение микроскопического тока ионов, стекающих на пыле-
вую частицу [32]. Электростатическая энергия, выделяемая в результате 
уменьшения заряда пылевой частицы, вносит свой вклад в развитие моду-
ляционных процессов, что и приводит к усилению модуляционных про-
цессов по сравнению со случаем плазмы без пыли. Важная особенность 
модуляционной неустойчивости в пылевой плазме состоит в увеличении 
диапазона волновых векторов, внутри которого возможен эффективный 
перенос энергии при развитии модуляционных процессов. Энергия в один 
шаг (по терминологии так называемой каскадной перекачки энергии [33, 
34]) перекачивается в диссипативную область, где важным процессом яв-
ляется затухание Ландау. Происходит подавление возникновения областей 
сильной нелинейности, которое часто сопровождает развитие модуляци-
онного взаимодействия в плазме без пыли. 

Модуляционная неустойчивость в пылевой плазме может развиваться 
в тех областях плазмы, которые в отсутствие пыли устойчивы относитель-
но раскачки модуляционных возмущений. Примером служит случай запы-
ленной ионосферы. Развитие модуляционной неустойчивости в запылен-
ной ионосфере обусловлено джоулевым нагревом, пондеромоторной си-
лой, а также процессами, связанными с зарядкой пылевых частиц и их 
динамикой [35]. Возможность развития модуляционной неустойчивости в 
этом случае связана с пылевыми частицами, поскольку в их отсутствие в 
плазме ионосферы на высотах 80—120 км вследствие амбиполярной диф-
фузии происходит подавление модуляционных процессов. 

В 1999—2001 и 2003 годах проводились эксперименты по изучению 
излучения ионосферы у поверхности Земли, использующие модуляцион-
ный радиометр с малошумящим усилителем на вводе [36, 37]. Оказалось, 
что во время выпадения высокоскоростных метеорных потоков Персеиды, 
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Леониды, Ориониды, Геминиды, кроме известных типов помех, присутст-
вуют максимумы (так называемые пылевые линии) в диапазоне частот 
12—50 Гц, которые меняют свою частоту и амплитуду, возле них появля-
ются и исчезают сателлиты, меняется форма пика и т. п. Причиной этого 
эффекта служит модуляционное взаимодействие электромагнитных и пы-
левых звуковых волн [38].  

Во время выпадения высокоскоростных метеорных потоков Персеи-
ды, Леониды, Ориониды, Геминиды происходит испарение метеороидов 
на высотах 80—120 км в зависимости от размеров каждого из них и их 
начальной скорости. Пары метеорного вещества конденсируются, приводя 
к появлению наномасштабных (пылевых) частиц космического происхож-
дения. В результате нескомпенсированного электронного и ионного токов, 
а также действия фотоэффекта, возбужденного действием солнечного из-
лучения, частицы приобретают электрические заряды. При распростране-
нии электромагнитной волны в запыленной нижней ионосфере Земли в 
результате модуляционного взаимодействия возбуждаются электростати-
ческие низкочастотные колебания с характерными частотами, близкими к 
частотам пылевых звуковых волн, что может приводить к модуляции 
электромагнитных волн. Именно низкочастотная составляющая промоду-
лированной волны на фоне ионосферных шумов и фиксируется у поверх-
ности Земли [36, 37]. Наблюдения низкочастотных флуктуаций радиошу-
мов ионосферы, включающих устойчивые спектральные пылевые линии, 
могут служить косвенным подтверждением существования пылевой зву-
ковой моды в запыленной ионосфере Земли [38]. 

Эффект возбуждения специфических низкочастотных флуктуаций ра-
диошумов ионосферы во время выпадения высокоскоростных метеорных 
потоков может сопровождаться генерацией достаточно интенсивных инфра-
звуковых волн, достигающих поверхности Земли, а также акустико-
гравитационных вихрей, которые приводят к усилению относительной ин-
тенсивности зеленого излучения ночного неба [38]. Кроме того, в результате 
развития модуляционного взаимодействия при воздействии на ионосферу 
электромагнитного излучения от мощных нагревных стендов возможно 
возбуждение на высотах 80—100 км достаточно интенсивных неоднородно-
стей электронной и ионной концентраций (вплоть до ∼ 5 %) [39]. 

Заключение 
В этой статье затронута лишь небольшая часть исследований по нели-

нейной волновой физике пылевой плазмы. Например, практически неза-
тронутой оказалась проблема фазовых переходов в ударных волнах [40]. 
Нелинейные волновые процессы представляются важными при взаимо-
действии хвоста магнитосферы Земли с пылевой плазмой у поверхности 
Луны [41] и т. д. 
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Фактически, результаты по нелинейной физике пылевой плазмы (не-
смотря на их значимость и весьма активное развитие направления физики 
пылевой плазмы в целом) до сих пор довольно фрагментарны. Не сущест-
вует систематического описания нелинейных плазменно-пылевых процес-
сов, хотя и имеется весьма развернутое описание (см., например, [16, 31, 
42] и ссылки в этих работах) нелинейных процессов в обычной плазме 
(без пыли), которое, на первый взгляд, могло бы служить примером и для 
пылевой плазмы. Существуют, по-видимому, две причины такого состоя-
ния дел. Прежде всего, следует отметить сложность решения нелинейных 
плазменно-пылевых проблем по сравнению со случаем обычной плазмы. 
Вместе с этим создание нелинейной теории обычной плазмы осуществля-
лось в тот период, когда исследования по физике плазмы находились на 
подъеме и многие ведущие ученые принимали участие в разработке основ 
этой науки. При этом развитие нелинейной физики плазмы рассматрива-
лось как одно из центральных плазменных направлений. Сейчас исследо-
вания по физике плазмы не столь интенсивны. Надо полагать, что даль-
нейшее комплексное экспериментальное и теоретическое рассмотрение 
нелинейных явлений и эффектов позволит более глубоко понять физиче-
ские процессы, протекающие в пылевой плазме, и природу этого интерес-
нейшего состояния вещества. 

Участие автора в работе научной школы «Нелинейные волны — 2016» 
осуществлено при поддержке в рамках программы фундаментальных ис-
следований президиума РАН «Экспериментальные и теоретические ис-
следования объектов Солнечной системы и планетных систем звезд», 
а также РФФИ (проект 15-02-05627-а). 
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ПРЕДСКАЗАНИЕ НЕПРЕДСКАЗУЕМОГО: 
НОВЫЕ ВОЗМОЖНОСТИ ПОДАВЛЕНИЯ 

АБСАНС-ЭПИЛЕПСИИ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ 
ИНТЕРФЕЙСА «МОЗГ — КОМПЬЮТЕР» 

А. Е. Храмов1, А. А. Короновский2, Ж. ван Люатаалар3,  
А. Лютжоханн4, В. А. Максименко1, В. А. Макаров1 

1 Саратовский государственный технический университет им. Ю. А. Гагарина 
2 Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского 

3 Дондеровский центр сознания 
университета им. св. Радбода Утрехтского, г. Наймеген, Нидерланды 

4 Институт физиологии Вестфальского университета им. Вильгельма, г. Мюнстер, Германия 

Введение 
Потенциальная стратегия лечения резистентных к стандартной тера-

пии пациентов с эпилепсией (а их доля превышает 30 % от более чем 
50 миллионов человек) — это различные формы электрической стимуля-
ции мозга, осуществляемой либо заранее заданным графиком стимуляции 
(так называемая разомкнутая (open loop) схема), либо с использованием 
обратной связи (close-loop-схема) [1—3]. Использование обратной связи 
помогает автоматически обнаруживать эпилептические припадки, что за-
пускает электрическую стимуляцию головного мозга, которая прерывает 
эпилептический разряд [4]. До сих пор такое экспериментальное лечение 
было в состоянии только уменьшить судороги, в то время как конечной 
целью является их полная отмена [5—6].  

Возможным направлением для достижения этой цели является разра-
ботка системы стимулирования с обратной связью (интерфейс «мозг — 
компьютер»), который бы не прерывал, а не допускал судороги [7]. Такой 
подход возможен только в случае решения проблемы прогнозирования 
эпилептических приступов, а она, несмотря на некоторые успехи для ви-
сочной эпилепсии, остается практически нерешенной для абсанс-эпилеп-
сии, отличающейся вторичными генерализованными приступами, форми-
рование которых всегда ранее рассматривалось как внезапное и непред-
сказуемое [8—11]. Типичные абсансы продолжаются несколько секунд и 
характеризуются, во-первых, нарушением сознания и, во-вторых, генера-
лизованным, т. е. наблюдающимся во всех электроэнцефаллографических 
отведениях из головного мозга, пик-волновым разрядом с частотой от 3 до 
4 Гц (у человека) и 8—12 Гц у животных моделей абсанс-эпилепсии. Пик-
волновой разряд можно рассматривать как гиперсинхронное состояние 
всей таламо-кортикальной сети головного мозга. 

Нами был разработан интерфейс «мозг — компьютер», направленный 
на прогнозирование и предотвращение пик-волновых разрядов — элек-
троэнцефалографического паттерна приступов абсанс-эпилепсии — для 
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крыс линии WAG/Rij, отличающихся генетической предрасположенно-
стью к абсанс-эпилепсии. Реализованный интерфейс «мозг — компьютер» 
предсказывал приблизительно 50 % пик-волновых разрядов, а остальные 
разряды детектировались в самом начале. Итогом применения интерфейса 
«мозг — компьютер» с замкнутой цепью обратной связи для запуска элек-
трической стимуляции мозга стало достижение 72 % снижения продолжи-
тельности судорожной активности. 

Интерфейс «мозг — компьютер» 
для предсказания и подавления эпилептических разрядов 
Генерализованные пик-волновые разряды — электроэнцефалографи-

ческий маркер абсанс-эпилепсии — производятся таламо-кортикальной 
нейронной сетью [8—14]. Долгое время преобладало мнение, что пик-
волновые разряды непредсказуемы и спонтанно формируются на фоновой 
электроэнцефалограмме (ЭЭГ) [10]. Однако анализ имеющихся наборов 
данных ЭЭГ с использованием современных радиофизических методов 
диагностики нестационарных сигналов показал, что имеются некоторые 
изменения в связи между корой и ядрами таламуса, которые могут быть 
зафиксированы в интервале не больше 2 с до начала эпилептического раз-
ряда [15, 16], а сами пик-волновые разряды предваряются дельта- и аль-
фа / тета-предшественниками в коре головного мозга и таламусе [17]. 
Здесь обсуждаются новые возможности автоматического предсказания 
эпилептических событий, которые основаны на оценке степени синхрони-
зации между структурами мозга в режиме реального времени. 

Для изучения эффективности предсказания пик-волновых разрядов 
исследовались ЭЭГ шести крыс линии WAG/Rij, демонстрирующие около 
нескольких сотен спонтанно возникающих эпилептических разрядов в 
течение дня, которые показали высокую надежность разработанного под-
хода [18]. ЭЭГ-сигналы, записанные от двух корковых и таламической 
структуры 1—3, усиливались многоканальным усилителем и регистриро-
вались аналого-цифровым преобразователем в системе сбора данных 
WinDAQ, передавались в компьютер, где они анализировались в реальном 
времени с помощью разработанного алгоритма предсказания, основанного 
на оценке уровня синхронизации каналов (рис. 1). Всякий раз, когда уровень 
синхронизации превышал заданное пороговое значение, специальный мар-
кер устанавливался в дополнительном канале интерфейса (4 на рис. 1, а). 
После детектирования и прогноза возникновения пик-волновых разрядов 
результаты были проверены квалифицированным электрофизиологом,  
и в итоге были оценены чувствительность и специфичность алгоритма 
прогнозирования эпилептических разрядов. Оказалось, что в среднем 45 % 
пик-волновых разрядов правильно предсказаны, а остальные пик-волно-
вые разряды были детектированы в самом начале (на первой 0,5 с) форми-
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рования, при этом ни один пик-волновой разряд не остался недетектирован-
ным (рис. 2, а). Следует также отметить, что у большинства животных уро-
вень прогноза пик-волновых разрядов был примерно 50—66 % и только два 
животных демонстрировали уровень ниже 45 % (рис. 2, в). Можно предпо-
ложить, что для этих животных уровень точности предсказания можно по-
высить, если подобрать параметры алгоритма индивидуально. 

Метод предсказания пик-волновых разрядов положен в основу ин-
теллектуальной компоненты разработанного интерфейса «мозг — компь-
ютер» для обработки ЭЭГ-сигналов и стимуляции в реальном времени, 
представляющей собой последовательность коротких импульсов длитель-
ностью 1 с и малой амплитуды, с частотой 130 Гц, которые запускались в 
момент, когда алгоритм предсказания формировал маркер эпилептическо-
го разряда (см. рис. 1, б). Ранее было показано, что такой тип стимуляции 
 

 
Рис. 1. Схема разработанного и экспериментально проверенного интерфейса 
«мозг — компьютер» (a) и иллюстрация работы интерфейса в случае только пред-
сказания (вверху) и предсказания и подавления эпилептических разрядов путем 
воздействия серией импульсов длительностью 1 с (внизу) (б). Набор аналоговых 
входов 1—6 системы сбора данных соответствует записи ЭЭГ сигналов 1—3, мар-
керу предсказанного пик-волнового разряда 4, последовательности стимулирую-
щих мозг импульсов длительностью 1 с 5 и сигналу от инфракрасного монитора 
движения (PIR) 6. Штриховая линия соответствует цифровому входу ПК, обратная 
связь показана линиями с тенями [18] 

а 

б 
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Рис. 2. Средний процент корректно предсказанных и корректно детектированных 
пик-волновых разрядов (а); средний процент корректно и ошибочно предсказан-
ных пик-волновых разрядов (б); процент корректно и ошибочно предсказанных 
пик-волновых разрядов для каждого животного (в, г); длительность эпилептиче-
ских разрядов и уровня активности животных в течение контрольного периода и 
периода стимуляции, усредненные по группе животных (д, е) [18] 

 
достаточно эффективен и снижает на 90 % длительность пик-волновых 
разрядов [19]. При сравнении эпилептической активности в контрольный 
период (длительностью 1 ч), когда стимуляция не проводилась, с работой 
в течение 1 ч интерфейса, направленной на предсказание и подавление 
эпилептической активности, было показано, что длительность пик-
волновых разрядов в целом снизилась на (72 ± 10)% (рис. 2, д). Уменьше-
ние длительности эпилептической активности зависит от комбинации 
операций «предсказание / предотвращение» (в 45 % случаев) и «детекти-

а в 

д е 

г б 
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рование / подавление» пик-волновых разрядов. Обнаруженный эффект 
уменьшения длительности эпилептической активности не связан с эффек-
тивностью метода детектирования событий на ЭЭГ. Так, у двух животных 
длительность эпилептической активности снизилась соответственно на 98 
и 100 %, т. е. благодаря предсказанию и стимуляции мозга удалось полно-
стью избавиться от пик-волновых разрядов. 

Однако алгоритм предсказаний демонстрирует большое число ложных 
срабатываний (рис. 2, б, г). Поэтому можно было бы ожидать, что в тече-
ние работы интерфейса «мозг — компьютер» в режиме стимуляции на 
головной мозг крысы подается большое число дополнительных стимули-
рующих импульсов, что может привести к изменению поведения живот-
ного. Мы сравнивали уровень активности крысы между контрольным пе-
риодом и периодом стимуляции с использованием инфракрасного датчика 
движения (PIR) (канал 6 на рис. 1). Изменений в активности крысы при 
стимуляции обнаружено не было (рис. 2, е), т. е. уменьшение длительно-
сти эпилептической активности из-за стимуляции нельзя объяснить одно-
временным увеличением двигательной активности животного. Более того, 
анализ записей ЭЭГ не показал других аномальных форм активности го-
ловного мозга, что позволяет сделать вывод: низкоамплитудная стимуля-
ция в течение коротких интервалов времени может рассматриваться как 
щадящая и не изменяющая поведение животного лечебная стратегия. 

Нейрофизиологические эксперименты 
Все эксперименты проводились в Дондеровском центре сознания Уни-

верситета Наймегена им. св. Радбода Утрехтского (Нидерланды) и были 
одобрены этическим комитетом по экспериментам на животных универ-
ситета (RU-DEC). В качестве экспериментальных животных использова-
лись самцы крыс линии WAG/Rij в возрасте 6—7 месяцев и весом около 
320—370 г [18]. До вживления электродов крысы содержались парами, 
после — поодиночке в условиях 12:12 светового цикла (темная фаза соот-
ветствовала времени 8:30—20:30). Каждому животному были импланти-
рованы 2 кортикальных и один таламический электрод для регистрации 
ЭЭГ и 2 кортикальных электрода для стимуляции. Точность расположения 
электродов обеспечивалась использованием гистологического контроля in 
vitro в соответствии с атласом мозга крыс [20]. 

Все эксперименты проводились на свободно движущихся животных 
между 9:00 и 16:00. На первом этапе экспериментов записывались кон-
трольные данные, по которым подбирался индивидуальный для каждого 
животного параметр алгоритма предсказания (пороговый уровень), далее 
находилась индивидуальная для каждого животного интенсивность сти-
муляции путем определения минимальной амплитуды импульсов, при 
которой три подряд идущих пик-волновых разряда прерывались воздейст-
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вием импульсного сигнала длительностью 1 с на вживленные электроды. 
Регистрируемые сигналы ЭЭГ усиливались многоканальным усилителем, 
фильтровались в диапазоне 1—49,5 и 50,5—100 Гц. Далее аналоговые 
сигналы оцифровывались системой сбора данных WINDAQ (DATAQ-
Instruments Inc., Akron, OH, USA) с постоянной частотой дискретизации 
500 Гц и передавались в компьютер. Пассивная система регистрации дви-
жения на основе инфракрасного датчика (PIR) записывала двигательную 
активность животного (RK2000DPC LuNAR PR Ceiling Mount, Rokonet 
RISCO Group S.A., Drogenbos, BE). Все эксперименты (как контрольные 
периоды, так и периоды стимуляции) проводились в течении одного дня 
(длительность каждого периода — 1 час). 

Метод предсказания эпилептических разрядов 
Алгоритм, оценивающий степень синхронизации между структурами 

головного мозга и предсказывающий увеличение степени синхронности 
перед началом пик-волнового разряда, основан как на анализе синхрони-
зации электрической активности нейронов в окрестности одного электро-
да (локальная синхронизация), так и на анализе синхронизации между 
нейронными ансамблями коры и таламуса (глобальная синхронизация). 
Последнее достигается изучением многоканальных записей ЭЭГ из двух 
слоев коры и таламуса.  

Каждый сигнал многоканальной записи рассматривается как макро-
скопическая характеристика ансамбля взаимодействующих нервных кле-
ток близи окрестности регистрирующего электрода. Полученные времен-
ные сигналы ЭЭГ Xi(t) обрабатываются с использованием непрерывного 
вейвлетного преобразования [21] 
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где s = 1/f — временной масштаб вейвлетного преобразования [c], f  — 
линейная частота сигнала [Гц]. Материнская функция (2) является моди-
фикацией хорошо известного вейвлета Морле [21], который характеризу-
ется лучшим временным разрешением, чем стандартный морле-вейвлет, и 
поэтому более подходит для системы реального времени в связи с лучшим 
разрешением во времени локальных особенностей сигналов [22].  

Вейвлетный спектр мощности |),(|=),( 2 tsAtsW ii  в режиме реального 

времени рассчитывался в окне длительностью 600 мс в частотном диапа-
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зоне Δf 20][3,∈ Гц. Интеллектуальная система интерфейса с применением 

рассматриваемого алгоритма предсказания была реализована в среде Bor-
land Delphi 7 с инсталлированным пакетом DATAQ ActiveX Control Li-
brary и работала на персональном компьютере (Intel Core2Quad, 4.0 Gb 
RAM, Win 7, 64 bit). Конфигурация используемого компьютера и про-
граммное обеспечение позволили осуществить вейвлетное преобразование 

в реальном времени с шагом дискретизации 3105= −⋅Δt с, что было доста-
точно для обеспечения качественной частотно-временной декомпозиции 
сигнала в интересующем нас частотном диапазоне Δf . 

 

 

Рис. 3. Многоканальная ЭЭГ с тремя отведениями из двух слоев (слои 4 (Ctx4) 
и 5 (Ctx5)) соматосенсорной коры и постериорного ядра таламуса (PO) (a) и вейв-
летные спектры мощности для этих каналов в координатах «время — временные 
масштабы» (б). Результирующая поверхность W(s, t) (в); паттерн на вейвлетной 
поверхности, рассматриваемый как предшественник, выделен овалом. Мгновен-
ные распределения энергии по масштабам, взятые за 4 с (I) и 1 с (II) до начала пик-
волнового разряда (г) 

 
Анализ вейвлетных спектров мощности (рис. 3, б) отдельных каналов 

(рис. 3, а) показал, что первые признаки синхронизации, развивающейся в 
каждом нейронном ансамбле, появляются за несколько секунд до возник-
новения пик-волнового разряда и выражаются в локальном увеличении 
энергии вейвлетного спектра в диапазоне частот 5—10 Гц (см. рис. 3, г, на 
котором видно, что за 1 с (II) до начала пик-волнового разряда основные 
спектральные компоненты начинают синхронизоваться). Одновременно с 
локальной синхронизацией наблюдается увеличение взаимодействия меж-

г 
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ду соматосенсорной корой и таламусом, которое удобно анализировать, 
рассматривая функцию, представляющую собой произведение вейвлетных 
спектров каждого отдельного канала :),( tsWi  

 ),(=),( tsWtsW i∏ . (3)  

На рис. 3, в показан результат расчета функции (3), на котором хоро-
шо виден изолированный паттерн (выделен овалом), определяемый увели-
чением степени глобальной синхронизации в таламо-кортикальной сети и 
рассматриваемый нами как прогностический критерий последующего 
формирования пик-волнового разряда.  

Для автоматического детектирования предшественников пик-волно-
вых разрядов и уменьшения числа ошибочных срабатываний алгоритма 
при возможном обнаружении осцилляторных паттернов, отличных от 
предшественников в альфа-диапазоне, рассматривались три частотных 
интервала, которые соответствуют типичным паттернам синхронной ней-
ронной активности крыс WAG/Rij: Δs1 (диапазон сонных веретен, 7— 
20 Гц), Δs2 (диапазон альфа/тета-предшественников, 5—10 Гц), Δs3 (диа-
пазон низкочастотных колебаний (дельта-предшественники), 3—5 Гц). 
Для каждого из этих диапазонов рассчитывалась величина средней энер-
гии )(tW

jsΔ  путем усреднения вейвлетного спектра мощности ),( tsW  в 

соответствующем диапазоне временных масштабов Δsj: 
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где τ = 500 мс было выбрано эмпирически, с учетом минимальной дли-
тельности обнаруженного предшественника.  

На рис. 4 показаны результаты расчетов усредненных величин в соот-
ветствии с выражением (4), откуда видно, что средняя энергия в альфа-
диапазоне 

2sWΔ , полученная в ходе наблюдения предшественника, стано-

вится больше, чем величины 
1,3sWΔ , и, более того, существенно превышает 

аналогичную величину 
2sWΔ  при регистрации фоновой активности.  

Таким образом, вводя индивидуально для каждого животного порого-
вое значение thW , возможно автоматически детектировать паттерн пред-

шественника пик-волновых разрядов с использованием трех основных 
условий:  

а) ths WtW >)(
2Δ ;   б) )(>)(

12
tWtW ss ΔΔ ;   в) )(>)(

32
tWtW ss ΔΔ . 

Условия «б» и «в» были введены для точной диагностики отличий 
предшественника от сонных веретен и низкочастотной дельта-активности. 
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Рис. 4. Вейвлетный спектр мощности ),( tsW , отвечающий периоду, предшест-
вующему пик-волновому разряду, и началу эпилептического приступа (a). Увели-
ченный фрагмент вейвлетного спектра, соответствующего формированию пик-
волнового разряда (б). Рамки отмечают области параметров (s, t), для которых 
величина W(s, t) усреднялась. Зависимости WΔsi  от времени (см. формулу (4)) при 

усреднении в частотных диапазонах Δsi  (в): Wth  — пороговое значение энергии, 
используемое для предсказания пик-волнового разряда; Δt — время между детек-
тированием предшественника и началом эпилептического разряда 

 
Подобно эпилептическому разряду данные типы активности также связа-
ны с синхронной динамикой нейронного ансамбля головного мозга, но 
характеризуются более высокими (более 12 Гц) и более низкими (менее 
5 Гц) частотами соответственно. При выполнении условий «а» — «в» ин-
терфейс «мозг — компьютер» формирует маркер предшественника (пока-
зан на рис. 4, в), запускающий стимулирующий импульс, подаваемый в 
мозг и прерывающий анормальную гиперсинхронную активность, которая 
приводит к формированию эпилептического разряда. 

а 

в 

б 
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Заключение 
В настоящей статье показано, что, несмотря на общепринятое мнение, 

пик-волновые эпилептические разряды могут быть с определенной степе-
нью предсказаны, а разработанный алгоритм предсказания эпилептиче-
ских событий может быть эффективно включен как обеспечивающий, по 
существу, уменьшение суммарной длительности эпилептической активно-
сти интеллектуальный элемент интерфейса «мозг — компьютер», рабо-
тающего в реальном времени по принципу обратной связи. Данный эф-
фект достигается в комбинации «предсказания — предотвращения» и «де-
тектирования — подавления» пик-волновых эпилептических разрядов. 
Полученные результаты открывают новые пути для исследований опти-
мальных параметров стимуляции головного мозга для предотвращения 
эпилептических приступов, а также развития и оптимизации соответст-
вующего интерфейса «мозг — компьютер» с высокой чувствительностью 
и малым числом ошибок распознавания предшественников — системы 
профилактики эпилептических разрядов, которая сможет объединить ин-
теллектуальные системы распознавания и прогнозирования эпилептиче-
ских приступов с замкнутой системой с обратной связью для глубокой 
стимуляции мозга. 

Работа поддержана РФФИ (грант 15-02-00624). 
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НЕКОТОРЫЕ ИСТОРИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  

ЖИВЫХ СИСТЕМ (ДОКОМПЬЮТЕРНАЯ ЭРА) 

Д. И. Трубецков  

Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского 

Начало статьи выглядит несколько неожиданно: создателем математи-
ческой биологии, по крайней мере на Западе, считается Николай Рашев-
ский. Фамилия мало кому знакомая. 

 

       

Николас Рашевски (1899—1972) основал Общество математической биологии 
и стал редактором первого журнала по этой дисциплине [1, с. 12; 2] 

 
Начало XX века. Россия потерпела поражение в Русско-японской вой-

не 1904—1905 годов. 1914 год — начало Первой мировой войны. В стране 
глубокий экономический кризис и нарастающее социальное недовольство. 
Грядёт Октябрьская революция. Всё это заставило физика-теоретика ук-
раинского происхождения Николая Рашевского покинуть Россию вместе с 
супругой Эмилией. Сменив несколько государств, в 1924 году они оказа-
лись в США, где Рашевский занялся изучением деления клеток в исследо-
вательской лаборатории «Вестингауз». Рассмотрение деления клеток с 
позиции физики и математики считалось тогда передовым фронтом науки, 
как любят писать журналисты. 

В 1934 году Николас Рашевски (так его называли в США) стал рабо-
тать в Чикагском университете на должности старшего преподавателя ка-
федры физиологии. Два дальнейших события, связанных с его деятельно-
стью, имели большое значение для развития математической биологии. 

В 1938 году вышла его работа Mathematical Biophysics, ставшая зна-
менитой, поскольку в ней впервые была сделана попытка изложить физи-
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ко-математические основы биологии [3]. А в 1939 году Рашевски создал 
научный журнал The Bulletin of Mathematical Biophysics («Вестник мате-
матической биофизики»). Первоначальное название журнала позднее сме-
нилось на The Bulletin of Mathematical Biology («Вестник математической 
биологии»). Это первый научный журнал, посвящённый исследованиям в 
математической биологии. Приведём длинную цитату из книги «Матема-
тика жизни. Численные модели в биологии и экологии». 

«В последующие годы Рашевски занимался теоретической работой и 
применил теорию множеств и логику высказываний в исследованиях био-
логических систем. Он изучал различные общества и способы организа-
ции живых существ, а также иерархии, которые они образуют. Сегодня 
ответы на стоявшие перед ним вопросы кажутся очевидными: рассмотрим, 
к примеру, последовательность молекулы → клетки → ткани → органы → 
→ системы → индивид → популяция. Рашевски создал теорию биологи-
ческих отношений — реляционную биологию, а также ввёл понятие 
“множество организмов”. Все эти открытия до недавнего времени остава-
лись незамеченными большинством биологов, которых в основном инте-
ресовали полевые исследования или работа в лаборатории. Подлинный 
размах и возможности теоретического аппарата, терпеливо выстроенного 
Рашевски, стали очевидны лишь с возникновением так называемой биоло-
гии сложных систем. А развитие этой дисциплины, в свою очередь, было 
бы невозможным без распространения компьютеров. 

Наверное, одной из важнейших особенностей первого этапа развития 
математической биологии, который мы будем дальше называть этапом 
зарождения биоматематики, стало влияние на неё физики. Это неудиви-
тельно, если учесть, что в 1921 году Рашевски преподавал теорию относи-
тельности в Праге. Подобно Эйнштейну, посвятившему последние годы 
жизни работе над “единой теорией”, в 1960-е Рашевски пытался создать 
единую теорию биологии. Он мечтал выразить на языке математики био-
логические принципы, описывающие жизнь во всех её проявлениях, будь 
то растения, животные или микроорганизмы» [1, с. 12—13]. 

На русском языке, похоже, вышла только одна из книг Рашевского, 
в которой представлен обзор некоторых математических проблем биоло-
гии, тесно связанных с медициной [4]. В книге обсуждаются вопросы осе-
дания частиц в дыхательных путях, движения крови по системе кровооб-
ращения, действие лекарственных препаратов, патология желёз внутрен-
ней секреции, деятельность центральной нервной системы. Проблемы 
теоретической биологии рассмотрены в отдельной главе. На мой взгляд, 
самостоятельный интерес представляет введение к книге, которое имеет 
название «Цели и методы теоретических исследований». Оно начинается 
так: «У французов есть поговорка “Savoir c’est prevoir” — “знать — значит 
предвидеть”. Другими словами, знать — значит предсказать. Критерий 
предсказания можно использовать для оценки системы научных знаний, 
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полученной на основании фактов или из чисто теоретических рассужде-
ний. Может показаться, что любое знание фактов представляет неоспори-
мую научную ценность, однако это не всегда так» [4, с. 7]. И далее следует 
ряд примеров к тезису «не всегда так». 

В разделе «Методы теоретического исследования» Рашевский задаёт-
ся вопросом: «Каким образом создаётся теория?» 

Ещё одна длинная цитата, поскольку уж очень хорошо написано:  
«В сущности, основой любой теории является совокупность предположе-
ний или гипотез относительно интимного, не видимого глазом механизма 
совокупности исследуемых явлений. Любое явление, будь то физическое 
или биологическое, если оно достойно теоретического рассмотрения, 
обычно достаточно сложно, причём в биологии эта сложность больше, чем 
в физике. Но даже и в физике простота является исключением. Исследова-
телям в ньютоновские времена все явления казались проще, так как все 
сложности не были ещё известны. 

Рассматривая многочисленные примеры из истории науки, можно 
прийти к выводу, что ни одна теория не описывает явления во всей слож-
ности и что не следует признавать теорию негодной лишь потому, что она 
лишь приближённо объясняет определённые явления. Из этого вывода 
вытекает другой, из которого следует, что в наше время, когда техника 
эксперимента настолько точна, что может дать целый ряд второстепенных 
данных относительно интересующих нас явлений, теоретик должен 
умышленно абстрагировать существенные черты явления. Но каким обра-
зом он должен узнавать именно существенные черты? 

На этот вопрос, вероятно, следует ответить так: способным и преуспе-
вающим теоретиком является именно тот, кто верно угадывает сущест-
венное и умело использует абстрактное. Окончательное подтверждение 
пользы этой абстракции может быть получено иногда через годы и даже 
десятилетия... 

Теория хороша, когда она приводит к заключениям, согласующимся с 
экспериментальными данными, если она внутренне непротиворечива и 
если она даёт возможность предсказывать новые факты. Хорошая теория в 
некоторых отношениях может терять связь с реальностью. 

Требование неразрывной связи теории с реальностью по всем пунктам 
само по себе не имеет связи с реальностью. Это требование противоречит 
самому духу теоретического мышления» [4, с. 12—14]. 

Рашевский, как и Шрёдингер, задавался вопросом: «Что такое 
жизнь?»  — но ответа на вопрос не дал, как, впрочем, и все другие после 
него. В 1972 году он умер от сердечного приступа. 

В книге «Математика жизни» сказано, что во времена Рашевского бы-
ли работы Карла Людвига фон Берталанфи, носящие прикладной характер 
[1, с. 13]. Берталанфи родился в Австрии в 1901 году, учился в универси-
тетах Инсбрука и Вены, работал в Лондонском университете и различных 
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канадских институтах. Свою карьеру закончил в Университете штата 
Нью-Йорк. Умер он внезапно от сердечного приступа в 1972 году, как и 
Рашевский. Основной вклад Берталанфи в науку — общая теория систем, 
но были работы и по математической биологии. Наиболее знаменита его 
формулировка (в 1938 году) уравнения роста, которое применяется в ры-
боводческих хозяйствах. Учёный показал, что размер рыбы L(t) с её воз-
растом t подчиняется уравнению L(t) = Lk – (Lk – L0)e

–kt, где Lk — макси-
мальный размер, k — постоянная роста. 

Ещё одним важным событием для математической биологии стало соз-
дание Альфредом Джеймсом Лоткой в 1925 году и годом позже Вито Воль-
террой известной модели «хищник — жертва». Это одна из самых прозрач-
ных моделей в математической биологии и, пожалуй, самая популярная 
модель в экологии. Широта её применения поражает (см., например, [5]). 

С момента выхода книги Чарльза Дарвина «Происхождение видов» в 
центре важнейших тем биологии была эволюция. В 1930-е годы ей уделя-
ется большое внимание и в математической биологии. Под эволюцией 
понимают физиологические и другие изменения, претерпеваемые живыми 
существами с течением времени. Согласно Дарвину, живые существа — 
будь то растения, животные или микроорганизмы — реализуют различные 
решения задач адаптации к окружающей среде. И чем лучше «решение», 
которое представляет биологический вид, тем лучше он приспособлен, 
тем больше его шансы на выживание и, следовательно, на достижение 
репродуктивного возраста. Если организму удалось размножиться, гены 
будут переданы следующему поколению. После публикации книги Дар-
вина в Великобритании возникла английская биометрическая школа, к 
которой принадлежали такие видные учёные, как Фрэнсис Гальтон и Карл 
Пирсон, впервые применившие в биологии методы статистики. 

В 1930 году Рональд Эймлер Фишер сформулировал основную теоре-
му естественного отбора: при определён-
ных условиях и за определённое время t 
ритм, или скорость, с которой повышает-
ся средняя приспособленность конкрет-
ного вида, равна разнообразию возмож-
ных значений генов [1, с. 15—16]: 
ΔW = (σw)2 / W. Здесь ΔW — средний рост 
приспособленности, W — средняя при-
способленность, (σw)2 — множество воз-
можных значений генов (генных вариа-
ций). 

Рональд Эймлер Фишер родился в 
Лондоне в 1890 году. Окончил в 1912 году 
Кембриджский университет, в котором 
изучал физику и математику. В 1919 году 

  

Рональд Эймлер Фишер 
    (1890—1962) 
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стал сотрудником Ротамстедской экспериментальной станции (до этого он 
преподавал и занимался статистикой), где столкнулся с проблемой стати-
стической обработки массовых опытов по селекции сельскохозяйственных 
культур и генетике. Именно тогда он написал свою известную книгу «Ме-
тоды статистики для научных работников». На протяжении всей жизни 
Фишер разрабатывал, пропагандировал методы математической статисти-
ки и внедрял их в биологию и другие области экспериментальных иссле-
дований. Он занимал гальтоновскую кафедру в Лондоне, затем — кафедру 
генетики в Кембридже. После своей отставки в 1957 году Фишер переехал 
в Австралию; умер в Аделаиде в 1962 году. 

Фишер сформулировал основные концепции популяционной генети-
ки, что было важно для объяснения механизма эволюционного процесса. 
Его книга «Генетическая теория естественного отбора» (1930) стала клас-
сическим сочинением, с которого началось развитие популяционной гене-
тики. 

Фишер одновременно с А. Н. Колмогоровым, И. Г. Петровским и 
Н. С. Пискуновым исследовал уравнение  
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(частный случай уравнения Колмогорова — Петровского — Пискунова). 

Имя Эрвина Шрёдингера уже упоминалось в связи с попытками Ни-
коласа Рашевского ответить на вопрос: «Что такое жизнь?» Но упомина-
ния мало, поскольку книга Э. Шрёдингера [6] занимает особое место в 
науке. В ней Шрёдингер попытался прояснить с точки зрения физики во-
просы, интересовавшие человечество с древних времён. 

«Большой, важный и очень часто обсуждаемый вопрос состоит в сле-
дующем: как физика и химия смогут объяснять те явления в пространстве 
и времени, которые происходят внутри живого организма?» [6, с. 11]. 

Кратко о самом Эрвине Шрёдингере [7, 8]. 
12 августа 1887 года в семье Рудоль-

фа Шрёдингера и Георгины Бауэр поя-
вился единственный сын — Эрвин. Ро-
дился он в Вене, где и учился в гимназии, 
затем в университете, который окончил в 
1910 году, получив степень доктора по-
сле защиты диссертации на тему «Элек-
трическая проводимость на поверхности 
изоляторов во влажном воздухе». 

В 1926 году Шрёдингер сформулиро-
вал знаменитое уравнение, которое носит 
его имя, и в шести статьях обосновал 

 
Эрвин Шрёдингер (1887—1961)
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волновую версию квантовой механики, а также доказал эквивалентность 
своей теории и матричной механики Гейзенберга. В ноябре 1933 года ему 
была присуждена Нобелевская премия, которую он разделил с Полем Ди-
раком. Любопытно, что Поль Дирак так писал о Шрёдингере: «Из всех 
физиков, которых я знаю, мне кажется, Шрёдингер больше всех похож на 
меня. ...Думаю, это потому, что мы оба безнадёжно увлечены математиче-
ской красотой, которая и определяет нашу работу» (цит. по [1, с. 12]). 

В этом отношении интересны высказывания двух великих учёных.  
Э. Шрёдингер: «Я пропустил красоту вперёд науки». 
П. Дирак: «Физический закон должен обладать математическим изя-

ществом» («The physical law should have the mathematical beauty»). 
В 1935 году Шрёдингер опубликовал статью «Современное состояние 

квантовой механики»; в ней он описал «парадокс кота» и ввёл термин «за-
путанность» (см., например, [8, гл. 4]). Нас больше всего интересует 1944 
год, в котором Шрёдингер опубликовал одну из наиболее важных работ 
ушедшего XX века — книгу «Что такое жизнь? Физический аспект живой 
клетки» [6]. Умер Эрвин Шрёдингер в Вене 4 января 1961 года. 

Из изложенного выше может сложиться впечатление о гладкой, ус-
пешной жизни Шрёдингера, но это не так. Приведём начало введения к 
книге «Шрёдингер. Квантовые парадоксы. На волне Вселенной»: «Эрвин 
Шрёдингер — видный представитель исчезнувшего сегодня вида. Он но-
ситель великой культуры Центральной Европы, которая долгое время раз-
вивалась на берегах Дуная и была рассеяна в результате мировых войн и 
деятельности политических экстремистов прошедшего века. Учёный жил 
и работал в те же годы, что и Фрейд, Климт, Шёнберг, Витгенштейн — в 
Вене, а Манн, Гросс и Брехт — в Берлине. Он словно впитывал в себя яр-
кий свет современников, оставаясь в их тени. Шрёдингер участвовал в 
Первой мировой войне в звании лейтенанта артиллерии, знал нищету и 
невзгоды послевоенного времени, своими глазами видел, как изгоняли 
евреев, и дважды становился эмигрантом: сначала — когда Гитлер пришёл 
к власти в Германии, а затем — после аннексии Австрии. Он наблюдал 
закат двух великих эпох, сформировавших его, — исторической и научной 
(эпохи классической физики). 

Единственный сын в богатой семье, он получил образование и с дет-
ства мог воспользоваться всеми преимуществами, которые дают человеку 
деньги и просвещенное окружение. Однако первоначальный комфорт 
сменили значительные трудности, в которых Шрёдингер проявил себя как 
страстная, увлечённая личность, не чуждая и противоречий. Мятежный 
характер учёного помог ему строить семейную жизнь, отойдя от лекал 
традиционного буржуазного брака, однако в области политики и особенно 
науки он проявил себя как убеждённый консерватор. < ... > «В отношени-
ях с окружающими учёный проявлял себя как опытный обольститель, это 
в равной мере справедливо и для женщин, и для студенческой аудитории, 
и для слушателей его докладов на конференциях. Однако обаяние учёного 
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порой приносило ему одни только неприятности, и его бурная личная 
жизнь иногда становилась уж слишком наэлектризованной. Известно, что 
у Шрёдингера было три внебрачные дочери от трёх разных женщин и при 
этом один брак на всю жизнь. Однажды он приехал в Оксфорд сразу с 
двумя партнёршами, и это событие вызвало настоящий скандал. И всё же, 
несмотря на весь свой авантюризм и настойчивые ухаживания за некото-
рыми женщинами, Шрёдингер вовсе не был донжуаном. Он просто любил 
саму любовь, для него эта вспышка страсти была главной движущей си-
лой, которая стимулировала его прогресс в исследованиях, — по крайней 
мере, так считал сам учёный. И действительно, его постоянство и непо-
стоянство наложило отпечаток и на научную карьеру: исследователь всё 
время стремился к новым горизонтам» [8, с. 8—9]. 

Широта исследований Шрёдингера поражает: диэлектрические мате-
риалы, магнетизм, термодинамика, спектроскопия, квантовая механика, 
общая теория относительности, радиоактивность, космические лучи, по-
верхностное натяжение, сверхпроводимость, учение о цвете, единые тео-
рии поля. Он поставил также множество экспериментов. При этом он ра-
ботал один (в этом он был подобен Дираку). 

«В научной деятельности, как и вообще в жизни, я никогда не при-
держивался какой-либо генеральной линии, не следовал руководящей 
программе, рассчитанной на длительные сроки. Хотя я очень плохо умею 
работать в коллективе, в том числе, к сожалению, с учениками, мои труды 
никогда не были совершенно самостоятельными, поскольку мой интерес к 
какому-либо вопросу всегда зависит от интереса, проявляемого к этому же 
вопросу другими» [8, с. 11]. 

Но вернёмся к книге «Что такое жизнь? Физический аспект живой 
клетки», которая продолжает играть важную роль в современной науке. 
К проблемам, затронутым в книге, внимание Шрёдингера привлекли рабо-
ты Макса Дельбрюка, который разработал модель гена, основанную на 
предположении о квантовой природе элементарного процесса передачи 
наследственных признаков. Модель объясняла устойчивость и изменчи-
вость молекулярных сил. Шрёдингер, используя эти идеи, попытался рас-
пространить их на живую клетку, в деятельности которой главную роль 
играют гены. Он рассматривал вопрос о тесной связи мутаций и отбора с 
квантовыми скачками (вопрос о тесной связи фундаментальных биологи-
ческих и физических явлений) и хотел количественно описать хорошо 
известные биологам мутации, т. е. найти формулы для относительных час-
тот различного рода мутаций. 

Ю. А. Данилов в предисловии к третьему русскому изданию книги 
пишет следующее: «Идеи Э. Шрёдингера условно можно отнести к двум 
главным темам — “порядок из порядка” и “порядок из беспорядка”. 

К первому кругу идей относятся размышления автора о том, каким 
образом организмы передают информацию из поколения в поколение, как 
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ген, имеющий микроскопически малые размеры, противостоит тепловым 
флуктуациям и удерживает наследственную информацию (шрёдингеров-
ская модель апериодического кристалла, в структуре которого изолирован 
“план” организма, перекликается с современными представлениями о мо-
заиках Пенроуза и квазикристаллах). 

Полвека развития молекулярной биологии, неравновесной термоди-
намики и нелинейной физики подтвердили пророческий характер и плодо-
творность идей Шрёдингера, относящихся к проблеме “порядок из беспо-
рядка”». 

Остановимся немного подробнее на двух главных темах, указанных 
выше, следуя тексту книги Шрёдингера и комментируя отдельные места. 

Концепция апериодического кристалла сыграла важную роль в биоло-
гии, поскольку она используется в формулировке принципа хранения ге-
нетического кода. В разделе 46 «Апериодическое твёрдое тело» Шрёдин-
гер пишет следующее: «Небольшую молекулу можно назвать “зародышем 
твёрдого тела”. Исходя из такого твёрдого зародыша, очевидно, возможно 
представить себе два различных пути построения всё больших и больших 
ассоциаций. Один — это сравнительно однообразный путь повторения 
снова и снова одной и той же структуры в трёх направлениях. Так растёт 
кристалл. Если периодичность установилась, то уже нет определённого 
предела для размера такого агрегата. Другой путь — построение всё более 
и более увеличивающегося агрегата без скучного механизма повторения. 
Это случай всё более и более сложной органической молекулы, в которой 
каждый атом, каждая группа атомов играет индивидуальную роль, не 
вполне равнозначную роли других атомов и групп атомов. Мы можем со-
вершенно точно назвать это образование апериодическим кристаллом или 
твёрдым телом и выразить нашу гипотезу словами: мы полагаем, что ген, 
или, возможно, целая хромосомная нить представляет собой апериодиче-
ское твёрдое тело» [6, с. 66—67]. 

Раздел 47 книги носит название «Разнообразное содержание, сжатое 
до миниатюрного кода» и начинается так: «Часто задают вопрос, как такая 
крошечная частичка вещества — ядро оплодотворённого яйца — может 
вместить сложный шифровальный код, включающий в себя всё будущее 
развитие организма? Хорошо упорядоченная ассоциация атомов, наделён-
ная достаточной устойчивостью для длительного сохранения своей упоря-
доченности, представляется единственно мыслимой материальной струк-
турой, в которой разнообразие возможных (“изомерных”) комбинаций 
достаточно велико, чтобы заключать в себе сложную систему детермина-
ции в пределах минимального пространства» [6, с. 67]. 

На простом числовом примере, основанном на азбуке Морзе, Шрёдин-
гер поясняет, что даже при небольшом числе элементарных «кирпичиков» 
можно получить почти неограниченное число возможных расположений. 
Он пишет: «Этим мы хотели проиллюстрировать, что, представив ген в 
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виде молекулы, мы не можем считать немыслимым точное соответствие 
миниатюрного шифровального кода чрезвычайно сложному, специфиче-
скому плану развития организма. Мы не можем также считать немысли-
мым и содержание в нём факторов, реализующих этот план» [6, с. 67]. 

Во времена Шрёдингера уже существовало представление о генах как 
о больших молекулах. Отсюда его определение апериодического кристал-
ла как составляющей структуры молекулы, несущей наследственную ин-
формацию. Когда такие структуры повторяются в наследственной моле-
куле, то они напоминают некий алфавит — код, несущий генетическую 
информацию. Но тогда можно принять термин «апериодический кри-
сталл» как описывающий двойную спираль. 

Как удачно указано в книге «Шрёдингер. Квантовые парадоксы. На 
волне Вселенной»: «Конфигурация молекулы не только включала инст-
рукции для организма, программу жизни, но и способствовала исполне-
нию этой программы: “Это одновременно и проект архитектора, и рабочие 
руки строителя”» [8, с. 146]. 

Структуру ДНК, как известно, открыли Розалинда Франклин, Морис 
Уилкинс, Джеймс Уотсон и Фрэнсис Крик. Некоторых из них на эти иссле-
дования толкнула книга Шрёдингера «Что такое жизнь?». В частности, Но-
белевский лауреат Джеймс Уотсон писал впоследствии: «Мне понравилась 
идея, согласно которой жизнь могла продолжиться благодаря учебнику 
с инструкциями, записанными в виде конкретного кода» (цит. по [8, с. 146]). 

Шрёдингер в своей книге одним из первых описал открытые системы, 
показав, что в них могут происходить процессы самоорганизации и само-
воспроизведения. Эти идеи, высказанные в середине сороковых годов, 
были предтечей современной теории образования структур в живых сис-
темах. Вот как звучит его определение жизни: «Жизнь — это упорядочен-
ное и закономерное поведение материи, основанное не только на одной 
тенденции переходить от упорядоченности к неупорядоченности, но и 
частично на существовании упорядоченности, которая поддерживается 
всё время» [6, с. 73]. 

Дать ответ на вопрос «Что такое жизнь?» пытались многие (см., на-
пример, [9]). Приведём два примера, которые хорошо соответствуют вре-
мени их написания. 

Первый пример — статья академика В. Гольданского [10] (обратите 
внимание, что она опубликована в журнале «Коммунист» в разделе «Го-
ризонты науки» в 1986 году). Начинается статья так: «Знаменитое опреде-
ление Энгельса: “Жизнь есть способ существования белковых тел, суще-
ственным моментом которого является постоянный обмен веществ с ок-
ружающей их внешней природой, причём с прекращением этого обмена 
веществ прекращается и жизнь...” (К. Маркс и Ф. Энгельс. Соч. Т. 20, 
с. 616) — намного опередило своё время, указав на самое принципиальное 
в характеристике сущности живого... Прекрасно понимая, что наука 
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о сущности жизни делала ещё только первые шаги, он писал: “Наша де-
финиция жизни, разумеется, весьма недостаточна, поскольку она далека 
от того, чтобы охватить все явления жизни...” (Там же, с. 84)». 

Далее во вводной части статьи В. Гольданского изложены краткие 
сведения об основных молекулах жизни — биополимерах: белках (поли-
пептидах) и ДНК и РНК (полинуклеотидах). Указано, что основной при-
знак жизни — самовоспроизведение, самообновление белковых тел, в ос-
нове которых лежит саморепликация, состоящая в удвоении молекулы 
ДНК с передачей рождающейся клетке генетической информации. Нако-
нец, следует определение: «...жизнь есть форма существования биополи-
мерных тел (систем), способных к саморепликации в условиях постоянно-
го обмена веществом и энергией с окружающей средой». 

Второй пример — статья [11], опубликованная в 2010 году, содержит 
следующее определение: «Жизнь с точки зрения физики можно опреде-
лить как результат процесса игры взаимодействий материи, в которой од-
на её часть приобрела свойство запоминать вероятности появления удач и 
неудач в предыдущих раундах этой игры, повышая тем самым свой шанс 
на существование в последующих раундах. Эту часть материи и называют 
сегодня живой природой». 

Удивительно современно в книге Шрёдингера выглядит содержание 
главы VI «Упорядоченность, неупорядоченность, энтропия», которая со-
держит следующие разделы: 56. Упорядоченность, основанная на «упоря-
доченности»; 57. Живая материя избегает перехода к равновесию; 58. Пи-
тание «отрицательной энтропией»; 59. Что такое энтропия? 60. Статисти-
ческое значение энтропии; 61. Организация, поддерживаемая извлечением 
упорядоченности из окружающей среды [6, с. 72—78]. 

Закончим рассказ об Эрвине Шрёдингере цитатой: «Хотя Шрёдингер 
не основал ни одной школы и не собрал вокруг себя последователей, он 
написал одно из самых вдохновляющих научных произведений ХХ века — 
сборник “Что такое жизнь?”, куда вошёл цикл его лекций, прочитанных в 
Тринити-колледже в Дублине в 1943 году. Эта книга убедила целое поколе-
ние учёных в том, что физика содержит уникальные возможности для изу-
чения живых существ. Шрёдингер предвидел структурные особенности, 
выражающиеся в том, что наследственность связана с хромосомами, и вы-
вел современную концепцию генетического кода. 

Одна из наиболее выдающихся частей наследия Шрёдингера имеет 
отношение к его языку, к его способности находить для описания экспе-
риментальных ситуаций яркие образы, которые сразу же подхваты- 
вают даже его научные оппоненты. Например, все знают о коте, который 
носит имя учёного и стал символом загадок в квантовой механике» 
[8, с. 11]. 

Пожалуй, изложенное охватывает все основные события в математи-
ческой биологии до конца Второй мировой войны. 
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Ситуация меняется с появлением компьютеров. Возникает вычисли-
тельная биоматематика [1, с. 15—22]. 

В 1951 году в университете Манчестера был создан компьютер 
Ferranti Mark I, на котором начал работать Алан Тьюринг, используя его 
для математического моделирования биологических задач. Его интересо-
вали две задачи морфогенеза (образования форм): 

1) Как объяснить, почему живые организмы обретают конечную фор-
му (почему ветви деревьев обретают именно такую структуру, почему 
членистоногие состоят как бы из отдельных кусочков, а кольчатые чер-
ви — из колец)? 

2) Почему на коже некоторых позвоночных есть узоры (полосы у зебр, 
круглые пятна у леопарда)? 

Тьюринг предложил первую математическую теорию морфогенеза, 
используя для анализа формы листьев последовательность Фибоначчи 
an = an–1 + an–2. Если принять первое число Фибоначчи a1 за 0, a2 положить 
равным 1, то последовательность будет такой: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 
55, 89, 144 и т. д. Она описывает количество лепестков цветов, располо-
жение листьев растений и чешуек шишек. Интересно, что если лист со-
перничает с другими за доступ к солнечному свету, то оптимальное рас-
положение листьев даёт последовательность Фибоначчи. Такая особен-
ность растений получила название филлотаксиса Фибоначчи. В ставшей 
классической работе [12] Тьюринг показал, что периодическое в про-
странстве и стационарное во времени распределение концентраций может 
установиться в первоначально однородной системе, где химические реак-
ции сочетаются с диффузией. 

1950—1960-е годы — время проводимых с помощью компьютеров 
математических исследований живых существ и жизни в предположении, 
что растения, животные и микроорганизмы находятся в стационарном 
состоянии, которое возможно благодаря механизмам саморегуляции, или 
гомеостаза. Изучались линейные системы. Их изучение было связано с 
уже упоминавшимся системным анализом Карла Людвига фон Берталан-
фи (в 1968 году он опубликовал книгу General system theory: foundations, 
development, applications). По Берталанфи, система есть множество реаль-
но существующих объектов (частей или элементов системы), связанных и 
взаимодействующих между собой. 

«Важный момент теории систем фон Берталанфи заключается в том, 
что части системы взаимодействуют между собой, а сами системы явля-
ются незамкнутыми и взаимодействуют с окружающей средой. При этом 
из среды в систему поступает входная информация, результатом обработ-
ки или преобразования которой является ответ системы, или выходная 
информация, поступающая обратно в среду. Такие понятия, как саморегу-
лирование и обратная связь, баланс и гомеостаз, в этой модели возникают 
естественным образом» [1, с. 24]. 
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Заметим, что эти годы — годы кибернетики. Любопытно упомянуть, 
что в это же время Джон фон Нейман и Алан Тьюринг писали: «Жизнь — 
это информация». 

1970-е годы — годы Ильи Романовича Пригожина, время теории дис-
сипативных структур — систем, непрерывно обменивающихся с окру-
жающей средой и функционирующих благодаря тому, что они далеки от 
равновесного состояния. 

1980—1990-е годы — годы изучения неравновесных, нелинейных сис-
тем, особенно динамического хаоса в них. Сошлёмся опять на книгу «Ма-
тематика жизни»: «В середине 1980-х учёные объединили нелинейные, 
хаотические и диссипативные системы в одно целое — сложные системы, 
изучению которых в биологии уделяется наибольшее внимание. К таким 
системам относятся, например, муравейники, мозг, иммунная система, 
клетка, морфогенез и экосистемы» [1, с. 28—29]. 

Появляются и эвристические методы изучения сложных систем, на-
пример метод клеточных автоматов. 

На этом закончим краткое описание лишь некоторых исторических 
аспектов математического моделирования живых систем. И вновь уместна 
цитата: «Обратите внимание, что не только зарождение, но и последую-
щее развитие этой дисциплины неизменно находилось под большим влия-
нием преобладающих на этот момент физических интерпретаций жизни... 
Сегодня одним из самых важных достижений математической биологии 
являются математические модели, позволяющие проводить с помощью 
компьютера сложные эксперименты» [1, с. 29]. 

Поэтому в конце статьи укажем на несколько моделей, которые опи-
сывают явления, чрезвычайно важные для человечества, но о которых не 
часто упоминают в литературе по нелинейной динамике (см. [1, с. 58; 8, 
с. 210; 13]). К ним относится математическое изучение раковых заболева-
ний, СПИДа, свиного гриппа и различных эпидемий (см. [1, с. 62—64; 4, 
§ 10; 15, с. 344]). 

Работа выполнена при поддержке гранта президента РФ для ведущих 
научных школ России (грант НШ-828.2014.2) и грантов РФФИ № 14-02-
00329, 16-02-00238, 17-02-00061. 
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СВЯЗАННЫЕ ХИМИЧЕСКИЕ ОСЦИЛЛЯТОРЫ  

В. К. Ванаг 
Балтийский федеральный университет им. И. Канта, г. Калининград 

Изучение двух связанных осцилляторов началось с Х. Гюйгенса, кото-
рый заметил синхронные колебания маятников двух часов, висящих рядом 
на одной стене [1]. Интерес к синхронизации подобных механических 
систем не исчез и в наши дни, спустя 340 лет после открытия Х. Гюйгенса 
[2]. Этот «механический» интерес стал частным случаем общего интереса 
к эффектам синхронизации осцилляторов различной природы: химиче-
ских, физических и биологических [3]. В качестве примеров феномена 
синхронизации можно привести коллективную динамику нейронов мозга 
человека, согласованные во времени световые вспышки многих тысяч свет-
лячков, которые обычно собираются в огромных количествах на берегах рек 
в Южной Азии [4], синхронное деление клеток на ранних стадиях эмбрио-
нального развития, резонансы в радиотехнике, подстройку частот аплодис-
ментов в концертном зале, которая приводит к овациям, и многое другое. 

В данном обзоре мы будем говорить о синхронизации химических ос-
цилляторов, наиболее ярким представителем которых является реакция 
Белоусова — Жаботинского (БЖ) [5]. Ее механизм, получивший название 
механизма ФКН (Филда — Кёреша — Нойеса) или FKN (Field — Körös —
Noyes) [6], хорошо известен. Эта реакция может идти в закрытом реакторе 
несколько часов с периодом колебаний около одной минуты. За БЖ-
реакцией удобно следить как оптическими методами, так и при помощи 
электродов (Pt-электрод или ион-селективный электрод). Исходными реа-

гентами БЖ-реакции являются бромат ( –
3BrO ) и малоновая кислота (MA) — 

CH2(COOH)2; реакция между ними происходит в кислой среде (обычно 
для подкисления берется серная кислота) в присутствии катализатора, в 
качестве которого часто используется ферроин (Fe2+(phen)3) или металло-
комплексы рутения (Ru2+(bpy)3). Упрощенная модель БЖ-реакции, орего-
натор [7], записывается так:  

A + Y → X + P,         (1) 
X + Y → 2P,         (2) 
A + X → 2X + 2Z,      (3) 
2X → A + P,         (4) 
Z + B → gY,           (5) 

где A = –
3BrO , X = HBrO2 — активатор, т. е. некая частица, которая авто-

каталитически размножается (в реакции (3)), Y = Br– — ингибитор, части-
ца, которая препятствует автокатализу (в реакции (2) ингибитор уничто-
жает активатор), Z — окисленная форма катализатора, например ферриин 
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в то время как синфазные колебания хоть и существуют, но неустойчивы к 
малым, но конечным возмущениям. Помимо этих двух симметричных 
мод, существуют три несимметричные моды: стационарная структура 
Тьюринга (малый зазор g), колебания только одного осциллятора при по-
давленных колебаниях второго (большой зазор g) и хаотические бёстинго-
вые колебания (еще больший зазор g), когда наблюдаются пачки колеба-
ний, разделенные большими (и нерегулярными) отрезками времени, в те-
чение которых нет никакой активности. 

Теперь мы подошли к случаю, когда между каплями могут диффунди-
ровать как молекулы активатора, так и молекулы ингибитора. Для этого 
более реалистичного случая рассмотрим и более реалистичную модель 
БЖ-реакции с четырьмя переменными (модель Ванага — Эпштейна) [20]: 

  dx/dt = −k1xy + k2y − 2k3x
2 + k4x(c0 − z)/(c0 − z + cmin),   (9) 

  dy/dt = −3k1xy − 2k2y − k3x
2 + k7u + k9z,               (10) 

  dz/dt = 2k4x(c0 − z)/(c0 − z + cmin) − k9z − k10z,               (11) 
  du/dt = 2k1xy + k2y + k3x

2 − k7u,                 (12) 

где u = [Br2], переменные x, y и z — те же, что и в модели орегонатора, 
c0 — это общая концентрация катализатора (сумма концентраций окис-
ленной и восстановленной формы), cmin << c0, ki — константы скоростей 
реакций, некоторые из которых зависят от [MA], [A] и h (= [H+]) [21]. 
Связь между двумя соседними осцилляторами осуществляется посредст-
вом диффузии в зазоре g молекул S (это те же молекулы Br2, но в масле), 
линейно связанных с ингибитором Br2 в каплях, и молекул W (это те же 
молекулы X, но в масляном зазоре g), линейно связанных с активатором X 
в каплях, и выражается дифференциальными уравнениями для sn,n +1 и  
wn,n +1 (концентрации частиц S и W в зазоре между каплями n и n + 1) [21]:  

  dsn,n +1/dt = CUrV(un + un +1 − 2sn,n +1/PU),               (13) 

  dwn,n +1/dt = CXrV(xn + xn +1 − 2wn,n +1/PX),               (14) 

где PU и PX — равновесные коэффициенты распределения молекул U и X 
соответственно между масляной и водной фазами (PU = 2,5; PX < 0,1); rV = 
= lR/g, kf ≅ 2D/lR

2, D — коэффициент диффузии, который приблизительно 
одинаков как для молекул S и W, так и для молекул U и X. Сила связи по 
ингибитору CU = kf

 rVPU/(1 + rVPU), а по активатору CX = kf
 rVPX/(1 + rVPX). 

При этом уравнения (9) и (12) модифицируются следующим образом: 

dxn/dt = −k1xnyn + k2yn − 2
32 nk x  + k4xn (c0 − zn)/(c0 − zn + cmin) +  

           + CX(wn,n+1/PX + wn–1,n /PX – 2xn),                 (15) 

dun/dt = 2k1xnyn + k2yn + 2
3 nk x − k7un + CU(sn–1,n/PU + sn,n+1/PU – 2un). (16) 

Как и раньше, обнаруживаются следующие режимы: синфазные коле-
бания (IP), которые устойчивы в данном случае, противофазные колебания 
(AP) и стационарные структуры Тьюринга (T). Если эти режимы помес-
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Если рассматривать осцилляторы 4, 1, 3 как кластеры, состоящие из одно-
го элемента, то этот режим может быть интерпретирован как периодиче-
ское переключение (или перескоки) осциллятора 2 от одного кластера к 
другому, т. е. перескоки между следующими квазиравновесными трехкла-
стерными состояниями системы: (2 + 4, 1, 3) → (4, 2 + 1, 3) → (4, 1, 2 + 3) → 
→ (2 + 4, 1, 3) и т. д., где знак «+» в скобках между 2 и n (n = 4, 1 или 3) 
обозначает синхронное появление спайков в соответствующих осциллято-
рах. Это напоминает гетероклинические петли, описанные М. Рабинови-
чем [27]. 

Подводя итог рассмотрения четырех импульсно связанных (по инги-
битору) одинаковых осцилляторов, можно заключить, что общее число 
регулярных мод (таких как W, WR, AP, 3Cl, IPAP, 3 + 1, IP), сложных мод 
и OS-мод (которые мы здесь не рассматривали) велико. Если осцилляторы 
или связи между ними начинают различаться между собой, то число но-
вых мод еще возрастает. Если эти моды несут в себе какую-то информа-
цию (как в случае нервной системы), то должны быть считывающие эле-
менты (интегральные нейроны), которые понимали бы смысл каждой мо-
ды. Можно предположить, что число нейронов головного мозга, которые 
ответственны за создание синхронных паттернов (мод) не так уж и велико. 
Однако число паттернов (ритмов), как мы видели на примере сети из че-
тырех осцилляторов, многократно превышает число нейронов, генери-
рующих эти паттерны. Если для каждого такого паттерна нужен хотя бы 
один интегральный (или анализирующий) нейрон, то число нейронов, вы-
полняющих функцию узнавания динамических паттернов, должно много-
кратно превышать число ритмогенерирующих нейронов. Анализирующие 
же нейроны для выполнения своих функций должны встраиваться в об-
ратные связи, которые приводят к моторным действиям или когнитивным 
процессам.  

Оставляя в стороне философские размышления, вернемся к связанным 
осцилляторам и сравним импульсную связь с диффузионной на примере 
четырех осцилляторов, связанных по кругу. Для диффузионной связи об-
разующиеся моды показаны на рис. 5, а для импульсной связи — на 
рис. 12, б (в виде диаграммы), рис. 11 и 13, a. Видно, что моды IP, AP и 
IPAP одинаковы для обоих типов связи. Моды «Тьюринг» (рис. 5, б) 
и комплексная мода «3 + 3» (рис. 5, д) не найдены для импульсной связи,  
а мода W (шаг) не обнаруживается для диффузионной связи. При увели-
чении силы диффузионной связи система переходит в стационарную тью-
ринговскую моду, а при увеличении силы импульсной связи сначала обра-
зуются комплексные колебания, а затем OS-моды с увеличивающимся 
числом подавленных осцилляторов, но стационарный тьюринговский ре-
жим невозможен.  

Нейрофизиологи отмечают, что для функционирования нервной систе-
мы даже простейших существ (беспозвоночных) важны оба типа связи — 
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химические (импульсные) синапсы и электрические синапсы (аналогич-
ные диффузионной связи между соседними клетками) [28]. Однако даже 
простейшая система из двух связанных осцилляторов, но с двумя типами 
связи, импульсной и диффузионной, пока еще не исследовалась.  

Остановимся кратко на методах изучения большого числа связанных 
осцилляторов. Если не пользоваться суперкомпьютерами, то применение 
полных химических моделей в данном случае слишком времязатратно. 
Удобнее пользоваться методом фазовых осцилляторов, которые описыва-
ют любой осциллятор как вращение точки по кругу с одной переменной 
— фазой ϕ (задающей положение точки на круге). Полагают, что если ос-
циллятор делает полный круг и достигает фазы 2π или 1 (для простоты), 
то он генерирует спайк, который может воздействовать на другие осцил-
ляторы. Импульсное воздействие со стороны другого осциллятора рас-
сматривается как смещение фазы — вперед для активаторной связи и на-
зад для ингибиторной связи. Зависимости величины смещения фазы от 
фазы самого осциллятора называются кривыми переустановки фазы (или 
phase response curves, PRC). 

Впервые описание ансамбля связанных осцилляторов фазовыми ос-
цилляторами предложил А. Винфри (A. Winfree) в 1967 году. Однако пред-
ставленные им уравнения были весьма сложны. Й. Курамото в 1975 году 
упростил уравнения Винфри. А спустя еще 11 лет Х. Сакагучи и Й. Кура-
мото ввели в уравнения Курамото фазовый сдвиг α [29]: 

1

sin( ).
N

k k j k
j

N =

εϕ = ω + ϕ −ϕ + α             (17) 

В 1993 году было показано, что динамика системы (17) при ωk = ω 
может быть описана всего тремя переменными и N – 3 константами дви-
жения [30]. И, наконец, в 2008 году Э. Отт и Т. Антонсен нашли решение 
для параметра порядка задачи Курамото [31]. 

В больших ансамблях взаимодействующих осцилляторов возникают 
такие интересные явления, как quorum sensing — коллективный отклик 
системы при увеличении плотности частиц (осцилляторов) [32], или как 
динамический режим «Химера», когда одна часть популяции колеблется 
синхронно, а другая часть — асинхронно или даже хаотически [33]. Пола-
гают, что для появления режима «Химера» важны нелокальные связи. 
Упомянем также эффект полихронизации [34], отличающийся от синхро-
низации тем, что группы осцилляторов, дающих спайки в разные моменты 
времени (не синхронно), могут коллективно активировать другие осцил-
ляторы (нейроны), на которые их воздействие приходит одновременно 
из-за различных времен задержки импульсных связей. 

Сети осцилляторов могут выполнять такие функции, как запоминание, 
обучение, распознавание образов, адаптация и принятие решений [35—
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39]. Всё это делает сети связанных осцилляторов привлекательными для 
разработки искусственного интеллекта и химического компьютера. По-
следний может быть создан, например, на базе рассмотренных выше БЖ-
капелек. При создании такого нового параллельного компьютера (который 
иногда называют soft computer) необходимо решить целый ряд задач, к 
которым можно отнести следующие: 

1) Исследовать роль обратных связей в сетях осцилляторов, способ-
ных к выработке адаптивного поведения и обеспечивающих переключе-
ния между разными ритмами. 

2) Разработать алгоритмы не только для переключения между различ-
ными ритмами, но и для переключения между разными типами связей, 
например импульсными и диффузионными или активаторными и ингиби-
торными (в нейронных сетях эту работу выполняют гормоны). 

3) При исследовании роли обратных связей особо следует рассмотреть 
случай, когда наряду с функцией обратной связи выполняется еще и логи-
ческая операция типа AND или OR. Такое может происходить, если сиг-
нал, используемый для создания обратной связи, сравнивается с другим 
(например, внешним) сигналом. Результатом такого сравнения (которое 
может происходить по алгоритму логической функции AND или OR или 
другой) может стать, например, ингибиторное или активаторное воздейст-
вие на исходную ритмогенерирующую систему. 

4) Различные роли разных осцилляторов неизбежно поднимают во-
прос об иерархичности таких сетей, как сенсорные сети, сети-процессоры 
или генераторы ритмов, считывающие или анализирующие сети, сети, 
управляющие механикой (моторные нейроны).  

5) Так как сеть микроосцилляторов является гетерогенной средой, то 
возникает потребность разработки теории диффузионных и импульсных 
нестабильностей в гетерогенных системах и дискретных сетях. 
 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 15-07-
01726). 
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СОЛИТОННЫЙ ГАЗ: ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ,  
ТУРБУЛЕНТНОСТЬ И ВОЛНЫ-УБИЙЦЫ  

Е. Н. Пелиновский1,2, Е. Г. Шургалина1,2, А. В. Слюняев1,2 
1 Институт прикладной физики РАН, г. Нижний Новгород 

2 Нижегородский государственный технический университет им. Р. Е. Алексеева 

Введение 
Солитоны являются важной частью современной нелинейной физики. 

В интегрируемых системах, таких как уравнение Кортевега — де Вриза 
(КдВ) и нелинейное уравнение Шрёдингера (НУШ), существует довольно 
много подходов (метод обратной задачи рассеяния, преобразования Дарбу 
и Бэклунда, билинейный метод Хироты и т. д.), позволяющих получить 
точные решения для описания взаимодействия солитонов. Солитон- 
ная турбулентность является частью волновой турбулентности, для кото-
рой кинетические уравнения описывают параметры соответствующей 
задачи рассеяния, а не амплитуды волн или амплитуды гармоник Фурье. 
В 1971 году В. Е. Захаров первым показал фундаментальную роль парных 
взаимодействий в рамках уравнения Кортевега — де Вриза [1]. Затем ки-
нетическая теория для солитонного газа была развита Г. Элем с соавтора-
ми [2—5]. Эта теория способна описывать различные свойства солитон-
ных ансамблей. Солитонная турбулентность вырожденна в каком-то 
смысле, потому что солитоны (а точнее, дискретные значения ассоцииро-
ванной спектральной задачи в методе обратной задачи рассеяния) сохра-
няются в процессе взаимодействия. В работах [6—8] представлено так 
называемое нелинейное преобразование Фурье, являющееся вариантом 
метода обратной задачи рассеяния для периодических граничных условий. 
Применительно к морским волнам на мелкой воде (в рамках уравнения 
Кортевега — де Вриза) оно позволяет выяснить «состав» наблюдаемых 
случайных волн. Эти компоненты волнового поля (аналоги кноидальных 
волн или солитонов) сохраняются во времени, но их суперпозиция ведет к 
случайной динамике морской поверхности. Случайные ансамбли солито-
нов уже были исследованы в литературе в рамках уравнения КдВ, глав-
ным образом численно [9—14], а также в рамках модифицированного 
уравнения КдВ [15], в том числе авторами. В этой статье будет дан обзор 
основных результатов. 

1. Математическая модель 
Наш интерес связан с исследованием солитонного газа в интегрируе-

мых системах, описываемых уравнениями типа Кортевега — де Вриза, 
такими как каноническое уравнение Кортевега — де Вриза 
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и модифицированное уравнение Кортевега — де Вриза (мКдВ) 
3

2
3
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u u u

u
t x x

∂ ∂ ∂+ + =∂ ∂ ∂
.                      (2) 

Оба уравнения имеют точные решения в виде солитонов. Решение для 
КдВ имеет вид 
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= − − 
 

,   c = 2A,                (3) 

а для мКдВ — 

( )( )0( , ) sechu x t sA A x ct x= − −  , 2 ,c A=   (4) 

параметр s = ±1 определяет полярность солитона. 
Как видно из (3) и (4), в случае уравнения КдВ солитоны могут быть 

только одной полярности, в то время как в уравнении мКдВ существуют 
солитоны обеих полярностей. 

2. Двухсолитонное взаимодействие 
Как было показано В. Е. Захаровым в 1971 году для уравнения КдВ, 

точная динамика мультисолитонных волновых полей описывается через 
попарные взаимодействия. Поэтому для определения роли солитонных 
взаимодействий в общей динамике солитонного газа мы рассматриваем 
сначала особенности взаимодействия именно двух солитонов в рамках 
уравнений КдВ и мКдВ. Этот анализ основан на известном точном двух-
солитонном решении.  

Двухсолитонное решение уравнения КдВ имеет вид [16, 17] 
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при этом предполагается, что А1 > A2. В этом решении опущены дополни-
тельные свободные параметры, соответствующие начальным положениям 
солитонов (которые всегда могут быть исключены соответствующим 
сдвигом координаты и времени). Запись (5) обладает определенной сим-
метрией, делающей ее удобной для анализа.  

Двухсолитонное решение уравнения мКдВ имеет следующую струк-
туру [18, 19]:  
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где мы опять пренебрегли индивидуальными фазами солитонов, которые 
могут быть исключены преобразованием времени и координаты. 

При удалении солитонов друг от друга решения (5) и (6) представля-
ются суммой двух невзаимодействующих солитонов: 

1 2( , ) ( , ) ( , ),u x t u x t u x t= +     (7) 

где u1,2 есть односолитонные решения (3) или (4) соответствующих урав-
нений (1) или (2) с амплитудами А1,2. В обоих уравнениях взаимодействие 
однополярных солитонов ведет к нелинейному смещению более быстрого 
(наибольшего) солитона вперед, а более медленного — назад. Интересно, 
что выражение для сдвига фаз, записанное через скорости взаимодейст-
вующих солитонов, будет одинаковым для обоих уравнений:  
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 +
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где c1, c2 — скорости взаимодействующих солитонов, а сдвиг Δx положи-
телен для большего солитона и отрицателен для меньшего. Отметим, что 
такой сдвиг фаз характерен и для обобщенного уравнения, содержащего 
квадратичную и кубическую нелинейность одновременно (уравнение 
Гарднера [20, 21]). 

Двухсолитонные решения (5), (6) инвариантны по отношению к одно-
временной смене знака координаты и времени, а также к смене знака вре-
мени в точке x = 0 и смене знака координаты в момент t = 0. Потому t = 0 
соответствует моменту максимального взаимодействия, когда образуется 
симметричный профиль волны. Значение второй производной по коорди-
нате от двухсолитонного решения в момент t = 0 в точке x = 0 определяет 
качественно форму этого профиля. Так, для случая взаимодействия однопо-
лярных солитонов (как для КдВ, так и для мКдВ) существуют два режима 
взаимодействия солитонов — обмен и обгон в зависимости от отношения 
амплитуд (рис. 1, а, б). В обоих случаях амплитуда результирующего им-
пульса уменьшается в момент взаимодействия. В случае же взаимодействия 
разнополярных солитонов (что возможно лишь в случае мКдВ) реализует-
ся только один случай взаимодействия — сценарий «поглощение-
испускание», когда более быстрый солитон поглощает солитон с меньшей 
скоростью и возникает кратковременное увеличение амплитуды (рис. 1, в).  
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a 
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в 

Рис. 1. Разные виды взаимодействия двух солитонов: 
a — обменный, б — обгонный, в — поглощение-испускание 

3. Численное моделирование 
динамики мультисолитонных полей 

Динамика нерегулярных солитонных ансамблей изучается численно с 
помощью псевдоспектрального метода для периодических граничных ус-
ловий (детали описаны в работе [14]). Если ограничиваться случаем соли-
тонного газа малой плотности, начальное условие удобно задавать в виде 
суперпозиции разнесенных солитонов  
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для уравнения КдВ и аналогично 
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для мКдВ, где N — число солитонов в расчетной области (в наших экспе-
риментах N = 100). Начальные положения солитонов выбраны так, что они 
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хорошо отделены друг от друга, Δx = 20. В наших экспериментах задан 
случайным образом набор амплитуд солитонов и реализации различаются 
между собой только расположением солитонов в расчетной области. 
В начальный момент времени амплитуды солитонов (по модулю) прини-
мают равновероятное значение в пределах от Amin = 1 до Amax = 3. Две реа-
лизации таких полей представлены на рис. 2. 

a  б  
Рис. 2. Начальные солитонные поля: a — однополярное, б — разнополярное 

    
Рис. 3. Пространственно-временная диаграмма солитонных 

однополярных мКдВ-полей (справа — увеличенный фрагмент рисунка) 

Солитоны имеют различные амплитуды и, соответственно, различные 
скорости, так что с течением времени они изменяют взаимное расположе-
ние и взаимодействуют. Рисунок 3 демонстрирует эволюцию солитонного 
поля, изображенного на рис. 2, a, в плоскости xt. Различные наклоны 
траекторий соответствуют различным скоростям солитонов. Траектории 
солитонов до и после взаимодействия не ложатся на одну прямую линию, 
демонстрируя сдвиг фаз в результате нелинейного взаимодействия 
солитонов. В среднем за 100 единиц расчетного времени каждый солитон 
участвует в 10—20 взаимодействиях. За это время усредненные 
характеристики солитонного газа достигают стационарного значения (см. 
раздел 6).  

4. Эффект отрицательной скорости солитона 
Отличительной особенностью рассматриваемых моделей (1) и (2) яв-

ляется то, что одиночные солитоны движутся в одном направлении. Одна-
ко если солитоны взаимодействуют между собой, то при усреднении они 
могут изменять скорость движения вплоть до изменения направления 
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движения на обратное (в физической задаче этому соответствует движе-
ние со скоростью меньше линейной скорости длинных волн). Пример та-
кой динамики показан на рис. 4, где построены траектории солитонов со 
случайными амплитудами в рамках уравнения мКдВ.  

 
Рис. 4. Пространственно-временная диаграмма поля солитонов одной полярности 
в рамках уравнения мКдВ, содержащего малый солитон с эффективной отрица-
тельной скоростью 

На рисунке 4 малый солитон (выходящий из x = 200) движется в об-
ратную сторону. Такая динамика оказывается возможной в результате 
отрицательного сдвига фазы малого солитона во время нелинейного взаи-
модействия с большими солитонами, о чем упоминалось еще в статье [22] 
в рамках уравнения КдВ. В недавней работе [23] было найдено выражение 
для средней скорости солитона в «холодном» газе солитонов в рамках ки-
нетической теории для уравнения КдВ, из которого также следует этот 
эффект, хотя он и не отмечался. Так как сдвиг фаз солитонов (8) универ-
сален для рассматриваемых интегрируемых уравнений типа КдВ, крите-
рий возникновения эффективной отрицательной скорости также оказыва-
ется универсальным для уравнений (1) и (2). 

Оценка для условий возникновения эффекта обратного движения ма-
лого солитона может быть легко получена из кинематических соображе-
ний сравнением расстояния, которое малый солитон проходит до взаимо-
действия с большим солитоном, со сдвигом фазы вследствие взаимодейст-
вия. В случае движения малого солитона («дефекта») в решетке, состоя-
щей из больших солитонов, двигающихся со скоростью c и отделенных 
друг от друга расстоянием L, условие эффективной нулевой скорости де-
фекта принимает простую форму  

4
d

c
c

L
= ,     (11) 

где cd есть скорость «свободного» малого солитона.  
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В случае движения в газе солитонов со случайными амплитудами и 
фазами малый солитон также может двигаться в обратном направлении, 
как показано на рис. 4. Здесь необходимо рассматривать большой времен-
ной интервал, учитывая взаимодействия больших солитонов не только с 
дефектом, но и между собой. Если, однако, плотность солитонного газа 
достаточно мала, то вклад взаимодействий больших солитонов между со-
бой должен нивелироваться (часть солитонов ускоряется, а часть тормо-
зится), в то время как отрицательный набег фазы при взаимодействии 
пробного солитона со всеми большими солитонами накапливается. По-
этому, если пренебречь сдвигом фаз при взаимодействии больших соли-
тонов, критерий нулевой скорости дефекта в солитонном газе примет вид  

4 1
,

1d

с
с

L с
=     (12) 

где угловыми скобками обозначено усреднение по ансамблю. В случае 
периодической решетки равенство (12) переходит в (11). Обе формулы 
справедливы как для уравнения Кортевега — де Вриза, так и для модифи-
цированного уравнения Кортевега — де Вриза.  

5. Экстремумы волновых полей 
и функции распределения амплитуд 

Некоторые выводы о динамике волновых полей можно сделать, ана-
лизируя графики экстремумов волновых полей. Поскольку парные взаи-
модействия однополярных солитонов ведут к уменьшению амплитуды 
результирующего импульса [24], то максимальное значение экстремума 
волнового поля, состоящего из однополярных солитонов, не превосходит 
значения амплитуды наибольшего солитона в реализации (в нашем случае 
Amax = 3) (рис. 5, a). Большие волны не возникают в ансамбле однополяр-
ных солитонов, что также справедливо для однополярного солитонного 
газа уравнения мКдВ [14].  

Разнополярный солитонный газ ведет себя абсолютно по-другому  
из-за того, что взаимодействие разнополярных солитонов приводит к уве-
личению амплитуды результирующего импульса, что уже отмечалось вы-
ше (см. также [25, 26]). В таких полях возможно появление волн, ампли-
туды которых превышают амплитуду наибольшего солитона в начальной 
реализации (рис. 5, б) [14, 15].  

Данные процессы влияют на функции распределения волновых полей. 
В начальный момент времени амплитуды солитонов распределены по 
равномерному закону (рис. 6). С течением времени функция распределе-
ния амплитуд волн (локальных максимумов волнового поля) меняется в 
каждой реализации. Рисунок 6 демонстрирует качественно разный харак-
тер изменения функций распределений волновых полей, состоящих из 
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a  б  
Рис. 5. Изменение во времени максимума волновых полей: 

а — однополярный солитонный газ, б — разнополярный солитонный газ 
 
 

а б  

Рис. 6. Функция распределения амплитуд солитонов в момент времени t  = 100  
и в начальный момент времени: а — однополярный солитонный газ, б — разнопо-
лярный солитонный газ  
 
однополярных и разнополярных солитонов. Так, в случае однополярного 
газа число малоамплитудных импульсов возрастает, а число больших волн 
уменьшается (рис. 6, а). В случае же знакопеременных полей эффект про-
тивоположен: доля малоамплитудных волн уменьшается, а волн с боль-
шими амплитудами — увеличивается. В результате хвосты функции рас-
пределения могут значительно возрастать (рис. 6, б). 

6. Статистические моменты волновых полей 

Статистические моменты разреженного солитонного газа могут быть 
вычислены аналитически, например в начальный момент времени, когда 
солитоны находятся на достаточном расстоянии друг от друга и взаимо-
действие солитонов полностью не учитывается [13, 14]. 

В частности, для уравнения КдВ первые четыре статистических мо-
мента (среднее, дисперсия, асимметрия и эксцесс) в начальный момент 
времени легко вычисляются:  

1/2( 0) 2 2 ,u t A< = > = ρ < >         (13) 

2 3/2 28
( 0) 8 ,

3 2
t A Aσ = = ρ < > − ρ < >    (14) 
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Коэффициент ρ определяется соотношением N/L и имеет ясный физиче-
ский смысл плотности солитонного газа. Отметим, что из положительно-
сти дисперсии волнового поля появляется ограничение на плотность газа 
солитонов уравнения КдВ [5, 14]: 

3/2

кр
3 2

A

A

< >ρ < ρ =
< >

.       (17) 

Важно отметить, что первые два момента (среднее и дисперсия) являются 
инвариантами уравнения Кортевега — де Вриза («масса» и «энергия» со-
ответственно), и они сохраняются во времени. Другие статистические мо-
менты — асимметрия (15) и эксцесс (16) — изменяются в процессе взаи-
модействия солитонов. В данном случае формулы (15) и (16) являются 
асимптотическими, справедливыми для очень разреженного газа (ρ → 0). 

Аналогичные вычисления могут быть сделаны и для газа солитонов 
уравнения мКдВ [15]: 

0

1
( , )

L

u u x t dx s
L

< > = = πρ < > ,                  (18) 

2 22 A uσ = ρ < > − < > ,                    (19) 
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Sk sA
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,                           (20) 
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4
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Kur A
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.                         (21) 

Из (19) следует, что плотность однополярного газа солитонов уравнения 
мКдВ также ограничена критической плотностью: 

кр 2 /Aρ < ρ = < > π ,                       (22) 

в то время как на разнополярный газ такого ограничения нет.  
На рис. 7 представлена временная эволюция третьего и четвертого 

моментов солитонного газа, рассчитанных для одной реализации, а также 
результат усреднения по 20 реализациям. С течением времени усреднен-
ные по реализациям коэффициенты асимметрии и эксцесса уменьшаются 
и после нескольких столкновений выходят на почти стационарные значе-
ния, в то время как в одной реализации они, естественно, остаются сильно 
варьирующимися. Причина спадания статистических моментов — в ха-
рактере взаимодействия солитонов одной полярности, приводящего толь-
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ко к уменьшению третьего и четвертого моментов. Соответственно, такое 
поведение характерно для однополярных солитонных полей в рамках 
уравнений КдВ и мКдВ. 

  
Рис. 7. Временная эволюция асимметрии и эксцесса 

в случае однополярного солитонного газа 
 

 
Рис. 8. Временная эволюция асимметрии и эксцесса 

в случае разнополярного солитонного газа 
 

В отличие от статистических моментов однополярного солитонного 
газа в случае разнополярного солитонного газа мКдВ эксцесс преимуще-
ственно увеличивается по сравнению с начальным состоянием (рис. 8), 
указывая на рост хвостов функции распределения (см. рис. 6, б). Асим-
метрия может принимать как отрицательные, так и положительные значе-
ния в разные моменты времени, но ее значение в среднем близко к нулю 
вследствие баланса между солитонами положительной и отрицательной 
полярности. Таким образом, нелинейное взаимодействие разнополярных 
солитонов способно приводить к возникновению аномально больших волн 
в сравнении с типичной амплитудой солитонов. 

7. Роль мультисолитонных взаимодействий 
в появлении волн-убийц 

С введением коэффициента усиления волн AI в момент t в виде 

( )
( )инд

max ,

max ,

x

x

u x t
AI

u x t
= ,                                     (23) 

где tинд — момент, когда солитоны могут считаться независимыми (для 
рассмотренных выше численных примеров tинд = 0), из приведенных выше 
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результатов следует, что в случае солитонного газа однополярных солито-
нов (КдВ или мКдВ) AI ≤ 1. При взаимодействии двух разнополярных со-
литонов (случай мКдВ) AI < 2 (стремится к 2 в случае солитонов близких 
амплитуд, может равняться 2 для «дышащих волновых пакетов» — соли-
тонов нелинейного уравнения Шрёдингера или бризеров мКдВ, о которых 
здесь не рассказывалось). В то же время общепринятой характеристикой 
так называемых волн-убийц (популяция особенно больших волн) является 
выполнение критерия AI > 2 [27, 28]. 

В работах [29, 30] для анализа «состава» гипотетических волн-убийц 
(заданных с помощью модельного профиля) был использован подход 
формального обращения времени в рамках уравнений КдВ и нелинейного 
уравнения Шрёдингера, что привело к довольно неожиданному выводу 
(который, впрочем, согласуется с приведенным выше обзором). Волна-
убийца может быть «собрана» не более чем из одного солитона, остальная 
часть должна состоять из квазилинейного диспергирующего цуга. Иными 
словами, доминирующую роль в формировании волн, характеризуемых 
параметром AI  >  2, должна играть дисперсионная фокусировка с учетом 
нелинейных поправок; большое количество солитонов препятствует их 
объединению в большую волну. 

Как выяснилось позднее [31], вывод исследований [29, 30] оказался 
сильно ограниченным выбором ожидаемого профиля аномально высокой 
волны. Выводы работ [29, 30] верны в случае однополярных солитонов 
уравнений КдВ и мКдВ, но существенно неполны при рассмотрении раз-
нополярных солитонов уравнения мКдВ. Мультисолитонные взаимодей-
ствия солитонов разной полярности могут приводить к эффективному 
сложению их амплитуд, при этом волна в фокусе обладает сложной струк-
турой. Для анализа сфокусированной волны удобно воспользоваться N-
солитонным решением мКдВ, записанным с использованием преобразова-
ний Дарбу в форме, предложенной в работе [18]: 

1 2

1 2

( , ,..., )
( , ) ln

( , ,..., )
N x x Nx

N N

W
u x t i

x W
ψ ψ ψ∂= − ∂ ψ ψ ψ .                      (24)  

Здесь WN — вронскианы для пробных функций ψj и их производных по 
координате, где 

( ) ( )3 3exp 4 exp 4j j j j jx t i x tψ = μ − μ + −μ + μ .                    (25) 

Действительные числа μj, j = 1, ..., N могут иметь разный знак и определя-
ют амплитуды |2μj| и полярности солитонов (существенно, что полярность 
солитонов связана со знаком μj нетривиальным образом). В этом виде ре-
шение обладает той же удобной симметрией, что и в случае решений (5) и 
(6). Для его анализа требуется воспользоваться формальной записью оп-
ределителя в виде 
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α α α
α α α

α α α
= − ⋅ ⋅ ,              (26) 

где ajk — элементы матрицы A, суммирование производится по всем воз-
можным перестановкам в наборе (α1, α2, ..., αN), задаваемом после-
довательностью натуральных чисел (1, 2, ..., N) (всего N! перестановок), 
а n(α1, α2, ..., αN) — число парных перестановок элементов, необходимое 
для преобразования набора (1, 2, ..., N) в набор (α1, α2, ..., αN). 

Оказывается возможным показать три важных свойства N-соли-
тонного решения уравнения мКдВ (24): 1) решение обладает симметрией 
по отношению к изменению знака времени и координаты, а потому точка 
(x = 0, t = 0) соответствует локальному экстремуму, и ее будем называть 
точкой фокуса; 2) значение в этой точке определяется линейной суперпо-
зицией парциальных амплитуд солитонов 

( ) ( ) 1

1

0, 0 1 2
N

N
j

j

u
+

=
= − μ ;                                   (27) 

3) полярность солитона совпадает с μ1 в случае N = 1, а в общем случае 
полярность sm солитона номер m определяется комбинацией параметров 
всех солитонов: 

( )2 2

1,

sgn
N

m m j m
j j m

s
= ≠

 
= μ μ − μ 

  
∏ .                               (28) 

На основании этих свойств можно определить условия эффективной 
фокусировки множества солитонов. Оптимальным (с точки зрения макси-

мума AI = |u(0, 0)|/maxj|μj| при заданных полной энергии поля и числе со-

литонов) является выбор параметров μj с примерно одинаковой величиной 
(и одинаковым знаком). Тогда учет (28) приводит к выводу о чередовании 
полярности солитонов для больших времен, t → ±∞, когда они упорядоче-
ны по скоростям (и амплитудам). Знак u(0, 0) совпадает с полярностью 
наиболее быстрого солитона. Цуг из однополярных солитонов соответст-
вует набору μj с разными знаками, что в силу (27) не приводит к усилению 
в точке фокуса. 

Для обеспечения оптимальной фокусировки множества солитонов 
требуется «приготовить» упорядоченный цуг из солитонов, когда более 
быстрые солитоны расположены позади медленных. Положения солито-
нов должны обеспечивать одновременное схождение их траекторий в од-
ной точке (с учетом сдвигов в процессе взаимодействия). Кроме того, ва-
жен выбор полярности солитонов: линейная суперпозиция парциальных 
амплитуд солитонов мКдВ достигается при чередующейся полярности 
солитонов (рис. 9, момент t = –100). Правильность построенной картины 
фокусировки множества солитонов проверена непосредственно с помо-
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щью точного решения (24). В примере, приведенном на рис. 9, в фокуси-
ровке участвует 7 солитонов с примерно одинаковыми амплитудами, а 
максимум волны в фокусе (t = 0) равен их сумме, AI = 6,79. 

 

 
Рис. 9. Огромная волна, образовавшаяся в результате фокусировки 

семи солитонов мКдВ 
 

Примененный подход и полученный результат могут быть обобщены 
на случай бризеров мКдВ [31], а также на другие интегрируемые уравне-
ния (уравнение Гарднера, нелинейное уравнение Шрёдингера). 

Заключение 
Исследование солитонного газа в рамках уравнения Кортевега — де 

Вриза и модифицированного уравнения Кортевега — де Вриза показало 
значительное отличие в динамике солитонных полей, состоящих из одно-
полярных и разнополярных солитонов. Картина взаимодействия солито-
нов существенно влияет на статистические характеристики волновых по-
лей. Так, в случае однополярного солитонного газа асимметрия и эксцесс 
уменьшаются при взаимодействии солитонов, также как и хвосты функ-
ций распределения. В случае разнополярного солитонного газа эксцесс 
увеличивается, что ведет к увеличению доли волн с большими амплитуда-
ми. Продемонстрировано, что аномально большие волны (волны-убийцы) 
могут возникать в солитонных ансамблях, составленных из солитонов 
разной полярности. 
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ФИЗИКА ВИХРЕЙ В СВЕРХПРОВОДНИКАХ 
КАК ПРИМЕР ЗАДАЧИ НЕЛИНЕЙНОЙ ФИЗИКИ 

А. С. Мельников 
Институт физики микроструктур РАН, г. Нижний Новгород 

Исследование структуры и динамики вихревых систем в сверхпровод-
никах второго рода и разнообразных искусственных структурах является 
одной из ключевых проблем физики конденсированных сред.  

Возникновение вихревых состояний в сверхпроводниках, как извест-
но, непосредственно связано с разрушением однородной сверхпроводящей 
фазы под действием приложенного магнитного поля B. В зависимости от 
соотношения между двумя микроскопическими масштабами, характери-
зующими сверхпроводник (глубина проникновения магнитного поля λ  
и длина когерентности ξ), разрушение сверхпроводимости в магнитном 
поле происходит путем фазового перехода первого (λ/ξ < 2−1/2) или второ-
го (λ/ξ > 2−1/2) рода. В последнем случае возникает область промежуточ-
ных магнитных полей (рис. 1), в которой сверхпроводимость оказывается 
разрушенной частично, и магнитное поле проникает в образец в виде тру-
бок, несущих квантованный магнитный поток Φ0 = hc/2e, или вихрей. 

 

 
 
Рис. 1. Фазовая диаграмма сверхпроводника 
второго рода: S — однородная сверхпрово-
дящая фаза, N — несверхпроводящая фаза 

        
 

Экспериментально сверхпроводники 2-го рода (название соответству-
ет роду перехода в магнитном поле) обнаружены в пионерских работах 
Л. В. Шубникова в 1937 году [1]. В 1957 году теоретическое объяснение 
этого феномена дал А. А. Абрикосов [2]. В 2003 году его теория была от-
мечена Нобелевской премией вместе с феноменологической теорией 
Гинзбурга — Ландау, которая позволяет описывать и понимать огромный 
круг явлений в сверхпроводниках как 1-го, так и 2-го рода.  

Структура вихревых решений. Теория Гинзбурга — Ландау 
Функционал свободной энергии сверхпроводника, согласно теории 

Гинзбурга — Ландау, имеет вид 
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Здесь Ψ — это комплексный параметр порядка сверхпроводника, который 
может рассматриваться как волновая функция сверхпроводящих носите-
лей заряда (куперовских пар).  

Несмотря на разнообразие описанных ниже вихревых структур их вол-
новые функции обладают общим свойством, а именно наличием ненулевой 
циркуляции фазы волновой функции Ψ = feiϕ при обходе по контуру, охва-

тывающему ось вихревой линии: d∇ϕ l∇ = 2πN. Целое число N здесь можно 

называть завихренностью. Именно это общее свойство обеспечивает топо-
логическую защищенность вихрей на плоскости: мы можем их создать или 
уничтожить, лишь порождая или аннигилируя решения с противоположной 
завихренностью (или вводя/выводя вихри с края образца).  

 

 
Рис. 2. Структура абрикосовских (а) и джозефсоновских (б) вихрей 

 

Уравнения для параметра порядка и для магнитного поля получаются 
варьированием функционала по Ψ и векторному потенциалу A. Возни-
кающая нелинейная задача весьма сложна для аналитического решения и 
в общем случае может быть решена лишь с использованием численных 
подходов. Но существует ряд важных предельных случаев, которые до-
пускают  построение приближенных асимптотических или основанных на 
пробных функциях решений. Одним из таких предельных случаев являет-
ся задача об изолированном вихре (рис. 2, а), в котором можно искать 
волновую функцию и магнитное поле в аксиально-симметричном виде: 
Ψ = f(ρ)eiθ, B = B(r) z0, где (ρ, θ, z) — цилиндрическая система координат 
с осью z, выбранной вдоль магнитного поля (совпадающего в этом случае 
с осью вихря). Модуль параметра порядка оказывается подавленным в 
области так называемого кора (или керна) вихревой линии (ρ < ξ) и обра-
щается точно в ноль при ρ = 0. В предельном случае сверхпроводников 
сильно 2-го рода (λ/ξ  >> 1) магнитное поле и создающие его сверхтекучие 
токи затухают на масштабе λ от оси вихревой линии. В том же пределе 
взаимодействие вихрей определяется взаимодействием их токов: потенциал 
отталкивания спадает логарифмически при расстояниях между вихрями 
r < λ и спадает экспоненциально быстро при r > λ. 

а б 
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Существенные отклонения от описанной картины возникают лишь в 
магнитных полях, близких к верхнему критическому полю подавления 
сверхпроводимости Hc2 = Φ0/2πξ2, когда расстояние между вихрями ста-
новится сравнимо с размерами их коров (кернов). Эта ситуация была рас-
смотрена в работе А. А. Абрикосова 1957 года, где решение нелинейных 
уравнений Гинзбурга — Ландау удалось получить с использованием оп-
ределенного типа теории возмущений по малому параметру (1 − H/Hc2). 
Возникающая при этом вихревая структура представляла собой периоди-
ческую решетку вихрей (рис. 3, а) с одним квантом магнитного потока на 
элементарную ячейку (энергетически выгодная структура решетки в даль-
нейшем оказалась правильной треугольной или гексагональной). 

а    б 
Рис. 3. Структура решетки вихрей: а — с одним квантом потока на элементарную 
ячейку, б — с двумя квантами потока на элементарную ячейку 
 

Предположение о количестве квантов потока, приходящемся на эле-
ментарную ячейку, вообще-то, не является очевидным: изменение числа 
квантов (рис. 3, б) может возникать в сверхпроводящих соединеиях с бо-
лее сложным параметром порядка [3] или для высокой степени анизотро-
пии кристаллической структуры [4]. Такое изменение структуры решетки 
может быть понято и как следствие качественного изменения парного по-
тенциала взаимодействия вихрей: в определенном диапазоне расстояний 
между вихрями они начинают притягиваться друг к другу. В случае силь-
но анизотропного сверхпроводника модификация потенциала взаимодей-
ствия возникает вследствие существенного изменения самой структуры 
вихревой линии в магнитных полях, ориентированных не по осям анизо-
тропии. Так, рассматривая слоистые сверхпроводящие системы (сверх-
проводники, в которых сверхпроводящие носители заряда локализованы 
на двумерных атомных плоскостях с джозефсоновской связью между ни-

ми), мы можем получить вихревую 
линию, состоящую из серии двумер-
ных вихрей (панкейков), которые со-
единены между собой отрезками джо-
зефсоновских вихрей, параллельных 
сверхпроводящим слоям (рис. 4). Здесь 
джозефсоновским вихрем мы называ-
ем вихрь без кора (керна), напоми-
нающий решение с ненулевой завих-
ренностью в джозефсоновском контак-
те между двумя сверхпроводящими 
берегами (см. рис. 2, б). 

 
Рис. 4. Структура вихревой линии 

в слоистом сверхпроводнике 
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Заметим, что задачи о вихрях в слоистых системах отнюдь не являют-
ся отвлеченной схоластической проблемой, поскольку именно такие 
структуры естественным образом возникают в высокотемпературных куп-
ратных сверхпроводниках (и не только) в приложенных магнитных полях. 
Именно открытие в конце 1980-х годов высокотемпературных сверхпро-
водящих соединений типа BSCCO стимулировало теоретический и экспе-
риментальный интерес к упомянутым выше вихревым конфигурациям. 
Сильная анизотропия делает актуальным еще один важный механизм ге-
нерации вихрей, который работает и в отсутствие приложенного магнит-
ного поля. Дело в том, что в двумерных системах панкейки с противопо-
ложной завихренностью могут возникать флуктуационным образом 
(рис. 5), подобно тому как это происходит с магнитными вихрями в XY-
модели при переходе Березинского — Костерлица — Таулесса (заметим, 
что работы последних двух авторов на данную тему были отмечены Нобе-
левской премией 2016 года). Проблема наблюдения упомянутого перехода 
в сверхпроводниках имеет ряд интересных особенностей, возникающих, 
например, вследствие экранировки. 

 
 
Рис. 5.  Флуктуационная пара вихрей 
с противоположной завихренностью. 
Свободная энергия пары вихрей 

 

Альтернативную возможность реализовать притяжение между вихря-
ми предоставляют системы, которые могут быть описаны в рамках теории 
Гинзбурга — Ландау параметром порядка, состоящим из нескольких ком-
плексных компонент, например Ψ1 и Ψ2. Эти компоненты могут иметь 
несовпадающие координаты особенностей [5], и в результате в коре (кер-
не) вихря компоненты Ψ1 может возникать компонента Ψ2, не имеющая 
завихренности (рис. 6). Дополнительные комплексные компоненты в тео-
рии Гинзбурга — Ландау могут возникать из-за того, что в системе есть 
несколько сортов куперовских пар, либо отличающихся по симметрийной 
классификации, либо отвечающих различным листам поверхности Ферми 
в зоне Бриллюэна [6]. 

 
 
 
 
 
Рис. 6. Кор (керн) вихря в сверхпроводнике 
с двухкомпонентным параметром порядка 

Пары «вихрь — антивихрь». 
Переход Березинского — Костерлица — 

Таулесса: ln lnF r T s= ε −  
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Отметим кратко, что притяжение вихрей может возникать и в систе-
мах с сочетанием нескольких типов упорядочения, таких как магнетизм и 
сверхпроводимость. Примером могут служить ферромагнитные сверхпро-
водники или слоистые структуры «сверхпроводник — ферромагнетик». 
Притяжение вихрей может при этом приводить к формированию, напри-
мер, страйп-доменной структуры промежуточного состояния [7], состоя-
щего из вихревых полос (рис. 7). 
 

 

 
 
Рис. 7. Страйп-доменная структура 
промежуточного состояния, состоя-
щего из вихревых полос 

 

Образование вихревых кластеров может происходить и в обычном 
сверхпроводнике, если удержание вихрей в кластере обусловлено либо 
пиннингом на неоднородностях образца, либо границами системы и соот-
ветствующими краевыми экранирующими токами.  Вблизи границ образ-
ца решетка может оказаться существенно искаженной в результате взаи-
модействия вихрей с краевыми экранирующими токами, индуцированны-
ми приложенным магнитным полем. Очевидно, что наиболее сильными 
такие искажения окажутся в достаточно малых образцах. Критерием ма-
лости образца является отношение его геометрических размеров L к ха-
рактерным длинам в сверхпроводнике (лондоновская глубина проникно-
вения и сверхпроводящая длина когерентности). В литературе к сверхпро-
водникам таких малых размеров обычно применяется термин «мезоскопи-
ческие сверхпроводники». Cилы, действующие со стороны краевых токов, 
сжимают вихревую систему, расстояния между отдельными вихрями ста-
новятся при этом меньше характерных расстояний в массивном образце. 
Такое сжатие вихревой системы оказывается особенно существенным, 
когда размер образца становится порядка нескольких длин когерентности. 
Расстояние между отдельными вихревыми линиями может обратиться в 
нуль, и в результате сформируются так называемые многоквантовые (или 
гигантские) вихри. В массивных образцах многоквантовые вихри неус-
тойчивы, тем самым мезоскопические системы предоставляют уникаль-
ную возможность реализовать такие объекты экспериментально.  

Необычные свойства вихревой фазы малых образцов привлекали ин-
терес как теоретиков, так и экспериментаторов довольно давно: первые 
работы на эту тему относятся к 60-м годам XX века. Однако только со-
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временное развитие технологии и измерительной техники сделало воз-
можным детальное экспериментальное исследование систем такого типа, 
что стимулировало и теоретические работы по изучению свойств вихрей в 
мезоскопических сверхпроводниках. В результате за последнее время в 
теоретическом понимании особенностей такой вихревой фазы достигнут 
значительный прогресс: построено описание разнообразных фазовых пе-
реходов в системе вихрей, рассчитаны вихревые конфигурации как при 
слабых, так и при сильных магнитных полях, исследовано влияние гео-
метрии образца на симметрию вихревых конфигураций и обнаружен но-
вый тип смешанного состояния из вихрей и антивихрей, развита теория 
электронной структуры вихревых фаз и квантового транспорта в таких 
системах [8]. Думается, что математические подходы и опыт, накоплен-
ный при решении теоретических задач в модельной системе, интересны 
как сами по себе, так и для возможных приложений в смежных областях 
(сверхтекучести, физике ультрахолодных газов в ловушках). Кроме того, 
выяснение физических свойств простых вихревых систем бывает важным 
для понимания поведения вихревых кластеров в массивных образцах. Экс-
периментально переходы между различными вихревыми конфигурациями 
могут наблюдаться с использованием различных методик, чувствительных к 
магнитному моменту образца (рис. 8), или туннельных измерений. 

 

 
 
Рис. 8. Вихри в мезоскопических 
дисках и зависимость их магнитного 
момента от магнитного поля 
 

Динамика вихрей 
Помимо интереса к фундаментальной задаче исследования собственно 

вихревых структур существует еще одна крайне важная причина, объяс-
няющая, почему необходимо понимать физику вихрей. Именно устройст-
во вихрей и их подвижность определяют диссипативные свойства сверх-
проводников в магнитных полях. В этом плане задача о вихрях становится 
актуальной прикладной проблемой. Управление пиннингом вихрей, их 
положениями и подвижностью позволяет контролировать характеристики 
транспорта заряда и тепла. Важной базовой задачей является простейший 
расчет подвижности вихревой линии в обтекающем ее транспортном токе 
и соответствующего сопротивления в резистивном состоянии в рамках 
нестационарной теории Гинзбурга — Ландау с релаксационным уравне-
нием для параметра порядка [9] 
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Задача была решена в 1971 году Л. П. Горьковым и Н. Б. Копниным 
[10] с помощью ставшей с тех пор стандартной техники «солитон + 
+ поле», использующейся по настоящее время в самых разных задачах о 
движении солитонов. В рамках этого подхода решение для параметра по-
рядка выбирается в виде Ψ = Ψ0(r − Vt) + Ψ1, где Ψ0 — решение для ста-
тического вихря, а Ψ1 рассматривается как малая поправка, удовлетво-

ряющая линейному уравнению типа 

L̂ Ψ1 = G(Ψ0). Требование нерасходи-
мости поправки Ψ1 приводит к некото-
рому соотношению ортогональности 
для правой части приведенного урав-
нения, что дает нам уравнение движе-
ния вихревой линии ηV = F. Здесь 
сила, действующая на вихрь, опреде-
ляется суммой так называемой силы 
Лоренца, пропорциональной транс-

портному току j, и силы пиннинга: F = Φ0/c [j, n] + Fpin. Вязкость вихря 
определяется как диссипацией нормальных квазичастиц в коре (керне), 
так и релаксацией параметра порядка при перемещении кора. Электриче-
ское поле и сопротивление могут быть найдены из соотношения 
E = 1/c [V, B] (рис. 9). 

Модификация уравнения динамики параметра порядка или переход к 
более последовательной микроскопической теории дают несколько моди-
фицированное уравнение движения, включающее увлечение вихрей пото-
ком и массовый член: m dV/dt + ηV + α[n, V] = F. Несмотря на весьма уп-
рощенный характер использованной нестационарной теории Гинзбурга — 
Ландау, ее результаты оказываются весьма полезными для качественного, 
а зачастую и количественного анализа характеристик резистивного со-
стояния, включая диссипативные и холловские эффекты, а также зависи-
мость СВЧ-импеданса сверхпроводника от магнитного поля.  

Квантовая механика квазичастиц в вихрях Абрикосова 
Несмотря на необычайную эффективность описанных выше феноме-

нологических подходов, их применение часто оказывается недостаточ-
ным, в особенности при низких температурах или при расчете характери-
стик сверхпроводящего состояния, чувствительных к спектру и простран-
ственному распределению волновых функций квазичастиц в корах (кер-
нах) вихрей. Еще в 1964 году в работе [11] было сделано важное теорети-

 
Рис. 9. Вязкое движение вихрей 

в транспортном токе. 
2

n
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ческое предсказание о спектре квазичастиц, локализованных в корах вих-
рей вследствие андреевского отражения от стенок кора. Энергии этих со-
стояний лежат в подщелевой области спектра ε < Δ0, а межуровневое рас-
стояние легко оценить следующим образом: 

22
0 0

min 2
~ ~ ~

F Fm v km

Δ Δε ξ ξξ



, 

где kF  — импульс Ферми. Именно эти андреевские состояния определяют 
подвижность вихревой линии в микроскопической теории, а переходы 
между ними отвечают за диссипацию при движении вихря. 

Более аккуратное описание квантовой механики квазичастиц можно 
построить на основе уравнений Боголюбова — де Жена 
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записанных для электронной (u) и дырочной (v) компонент волновой 

функции квазичастиц. Ядро оператора щели Δ̂ u = Δ(r1, r2)u(r2)dr2 само 
определяется этими волновыми функциями, и в этом смысле мы получаем 
достаточно сложную нелинейную и нелокальную задачу. Для ее решения 
используется ряд эффективных квазиклассических методов теории сверх-
проводимости, основанных на малости фермиевской длины волны элек-
тронов по сравнению с длиной когерентности. 

Очевидно, что с увеличением магнитного поля приближение изолиро-
ванной вихревой линии оказывается недостаточным для расчета спектра 
квазичастиц в вихревой решетке. При этом весьма важно учитывать тун-
нелирование квазичастиц между соседними вихрями. Величину этого эф-
фекта можно оценить с помощью стандартной квантово-механической 
теории возмущений в вырожденном спектре. Результаты такой оценки 
проиллюстрированы на рис. 10. Здесь изображено, как вырожденные 
уровни пары вихрей, находящихся на расстоянии a, расщепляются с уче-
том экспоненциально малого туннелирования. Сравнивая масштаб тун-
нельного расщепления с межуровневым расстоянием, мы получаем крити-
ческое расстояние ac между вихрями, на котором туннелирование должно 
приводить к существенной перестройке спектра с дальнейшим переходом 
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его к спектру типа Ландау для нормального металла. Соответствующую 
модификацию плотности состояний [12] можно обнаружить, используя 
сканирующую туннельную спектроскопию. 

 
 
 
Рис. 10. Расщепление спектра Кароли — 
де Жена — Матрикона под влияни-
ем туннелирования квазичастиц между
вихрями 

 
Спектры квазичастиц в вихрях и вихревых решетках оказываются 

весьма чувствительны к типу сверхпроводящего спаривания, и в этом 
плане спектроскопия вихревого состояния представляет собой эффектив-
ный тест на определение устройства сверхпроводящей щели на поверхно-
сти Ферми. Упомянутая туннельная методика не единственный способ оп-
ределения свойств квазичастиц, весьма эффективными в этом отношении 
могут считаться измерения теплопроводности или теплоемкости. Отметим 
также, что роль вихрей как ям для квазичастиц весьма важна для процессов  
релаксации в неравновесных состояниях, в результате вихри оказывают 
значительное влияние на работу разнообразных мезоскопических уст-
ройств, таких как холодильники на основе контактов «нормальный ме-
талл — изолятор — сверхпроводник» или одноэлектронные турникеты [13]. 

 

 

 
 
 
Рис. 11. Два масштаба кора 
вихря в системе с индуциро-
ванной сверхпроводимостью

 

В заключение остановимся на одном современном аспекте физики 
вихрей, исследование которого направлено на определение возможностей 
использования состояний квазичастиц в корах вихрей для квантовых вы-
числений. При этом для создания специального типа состояний квазича-
стиц (майорановских состояний) оказывается необходимым осуществлять 
инженерию сверхпроводящего параметра порядка в вихрях, что становит-
ся возможным в гибридных системах, состоящих из обычного сверхпро-
водника с s-типом спаривания и несверхпроводящей системы с нетриви-

/
0e

a− ξΔ  
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альным устройством спектра электронов, такой как топологический изо-
лятор. Обмен электронами между подсистемами приводит к так называе-
мому эффекту близости и появлению индуцированного параметра порядка 
в исходно несверхпроводящей части структуры. Кор вихря в получающей-
ся структуре оказывается двухмаcштабным [14] (рис. 11), а мини-щель в 
спектре квазичастиц может быть подавлена, что позволяет реализовать 
состояние майорановского типа. 
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КОЛМОГОРОВСКОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 
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5 Национальный институт теоретической и прикладной математики, 

г. Рио-де-Жанейро, Бразилия 

Введение 
Несмотря на то что со времени классических работ Л. Ф. Ричардсона 

[1], А. Н. Колмогорова [2] и А. М. Обухова [3], посвященных гидродина-
мической турбулентности при больших числах Рейнольдса, Re 1 , про-

шло уже более 75 лет и достигнуто значительное понимание ее природы, 
проблема развитой турбулентности остается все еще до конца не решен-
ной. Главная причина состоит в том, что развитая гидродинамическая 
турбулентность ни в каком варианте не может быть изучена с помощью 
теории возмущений, в отличие, например, от волновой турбулентности.  

В волновой турбулентности есть два основополагающих фактора, оп-
ределяющих динамику волновой системы: линейная дисперсия волн и 
нелинейность. Если дисперсионные эффекты превалируют над нелиней-
ными, то в этом случае каждая волна с частотой Ω и волновым вектором k 
двигается долгое время свободно и только на больших расстояниях 

1L k −  начинает испытывать влияние других волн из-за нелинейности. 
Это основание для применения к такому ансамблю волн статистического 
описания на основе теории возмущений. В результате мы приходим к тео-
рии слабой (волновой) турбулентности, описывающей поведение ансамбля 
волн на языке кинетических уравнений для волнового действия, представ-
ляющего собой классический предел чисел заполнения. На этом пути удает-
ся продвинуться достаточно далеко, в частности найти спектры турбулент-
ности как точные решения кинетических уравнений, получившие названия 
спектров Колмогорова — Захарова (см., например, [4]). 

Эти решения характеризуются постоянным потоком энергии, числа 
частиц и т. д. Существенно, что данные решения не могут быть рассмот-
рены как термодинамически равновесные — они, как и спектр Колмого-
рова  — Обухова для развитой гидродинамической турбулентности, реа-
лизуются в инерционном интервале — промежуточной области между 
накачкой и затуханием — и характеризуются конечным значением потока 
того или иного интеграла движения. С ростом амплитуды (т. е. с усилени-
ем нелинейности) главную роль начинают играть когерентные структуры 
в виде солитонов, бризеров, вихрей, для которых нелинейность компенси-
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руется дисперсионными эффектами. Такие объекты иногда оказываются 
устойчивыми, часто — для интегрируемых моделей типа КДВ или НУШ. 
При этом турбулентность в интегрируемых моделях, получившая название 
интегрируемой, обладает рядом особенностей (см. недавнюю работу [5]). 
В случае неустойчивости когерентных структур типичным сценарием их 
нелинейного развития является коллапс — образование особенности за 
конечное время (см. обзор [6] и цитируемую там литературу). Классиче-
ские примеры — самофокусировка света в средах с керровской нелиней-
ностью и опрокидывание волн звукового типа.  

Если говорить о гидродинамике Эйлера, которая описывает турбу-
лентность в инерционном интервале, то она ни в каком пределе не может 
быть изучена пертурбативно. Ее гамильтониан, совпадающий с полной 
кинетической энергией жидкости, представляет собой гамильтониан взаи-
модействия (см., например, [7]). Таким образом, гидродинамика Эйлера есть 
система с предельно сильным нелинейным взаимодействием. Следует ожи-
дать поэтому, что для развитой гидродинамической турбулентности коге-
рентные структуры должны играть более существенную, а возможно — 
определяющую роль, нежели для волновой турбулентности. Нужно отме-
тить, что проблема взаимодействия когерентных структур и хаотических 
компонент — одна из центральных в современной теории турбулентности.  

Известно, что теория Колмогорова — Обухова [2, 3] описывает разви-
тую гидродинамическую турбулентность в инерционном интервале мас-
штабов — промежуточной области между длинноволновой накачкой и вяз-

ким затуханием. Размер этой области растет пропорционально 3/4Re .
 
В ос-

нове теории Колмогорова — Обухова лежат два важных предположения: 
•  турбулентность в инерционном интервале  однородна и изотропна; 
•  нелинейное взаимодействие между флуктуациями является ло-

кальным. 
Последнее означает, что взаимодействие между масштабами одного 

порядка превосходит взаимодействие между флуктуациями с сильно от-
личающимися масштабами. В случае стационарной турбулентности пове-
дение системы определяется (постоянным) потоком энергии P из области 
накачки в область затухания (по сути, основано на свойстве локальности). 
Спектр турбулентности — так называемый колмогоровский спектр — 
имеет универсальное поведение, определяемое единственной величиной 
P. По этой причине с точностью до константы CK (константы Колмогоро-
ва) спектр E(k) может быть получен исходя из соображений размерности. 
По размерности спектр E(k) представляет собой плотность энергии в фа-

зовом пространстве, умноженную на 24 kπ : 
2

2
3 2

( ) 4 ,
c P

E k k F
k c kc

 ρ= π  ρ ⋅ 
 



306 

где ρ — плотность (в дальнейшем равна 1), c — скорость света (введена из 
соображений удобства), а F — функция от безразмерного параметра 
P/(ρc2⋅kc). Очевидно, что спектр E(k) не должен зависеть от скорости све-

та, отсюда функция 2/3( ) = .F Cξ ξ  В результате мы приходим к колмого-

ровскому спектру 
2/3 5/3

К К( ) , 4 .E k C P k C C−= = π  

Данный вывод принадлежит Р. З. Сагдееву,  в этом выводе нет ничего,  
кроме соображений размерности. Из этих же соображений следует, что 
время перекачки энергии из энергосодержащих масштабов L в область 

диссипации конечно и определяется только L и P: 2/3 1/3.T L P−  Флуктуа-
ции скорости и завихренности [ ]= ∇ ×ω v  на масштабе   даются соответ-

ственно следующими соотношениями: 
1/3 1/3 1/3 2/3, .P P −δ δω  v  

Таким образом, для флуктуаций ω  мы имеем особенность при 0→  
и конечном времени перекачки T, что указывает на возможность коллапса 
в трехмерной гидродинамике Эйлера. 

1. Представление вихревых линий 
В сжимаемой гидродинамике (газодинамике) появление особенности 

за конечное время (коллапс) хорошо известно, оно обязано опрокидыва-
нию. В этом случае  одна «жидкая»  частица догоняет другую частицу, в 
результате чего происходит формирование бесконечных градиентов для 
характеристик газа — плотности и скорости. Главная причина опрокиды-
вания связана со сжимаемостью газа. С математической точки зрения этот 
процесс представляет собой формирование складки, что может быть опи-
сано на языке отображений, в данном случае отвечающих переходу от 
эйлерова описания к лагранжеву. Особенность возникает в точке обраще-
ния якобиана данного отображения в ноль. В несжимаемой гидродинами-
ке — гидродинамике Эйлера, казалось бы, нет причины  для опрокидыва-
ния, поскольку якобиан преобразования от эйлерова описания к лагражеву 
в силу несжимаемости тождественно равен 1. Несмотря на это, в несжи-
маемой гидродинамике есть сжимаемые объекты — непрерывно распре-
деленные вихревые линии, что следует из простого наблюдения. 

Рассмотрим уравнения движения завихренности [ ]= ∇ ×ω v  идеаль-

ной жидкости, так называемые  уравнения Гельмгольца:  

rot [ ], div 0.
t

∂ = × =∂
ω v ω v         (1) 

В силу векторного произведения только компонента скорости, нормальная 
к вихревой линии, vn, может изменить ω. При этом в ситуации общего по-
ложения div vn ≠ 0, что является причиной сжимаемости непрерывно рас-
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пределенных вихревых линий [9, 10]. Компонента скорости, параллельная 
завихренности, не меняет завихренность, обеспечивая несжимаемость для 
полной скорости, div v = 0. 

Отметим, что уравнение (1) часто называют уравнением вмороженно-
сти. На самом деле вмороженность есть свойство этого уравнения, кото-
рое гласит, что всякая жидкая частица приклеена к своей вихревой линии 
и двигается вместе с ней. 

У частицы, таким образом, имеется только одна «свобода» — движе-
ние вдоль вихревой линии, которое, очевидно, не меняет завихренность. 
Поэтому vn есть скорость самой вихревой линии. Это утверждение имеет 
простое геометрическое объяснение. Всякая деформация вдоль произволь-
ной линии не изменяет ее — только поперечные деформации приводят к ее 
перемещению. Поэтому  движение вихревой линии определяется скоростью 
vn, находится из решения системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений для «новых» лагранжевых траекторий: 

( , ) при ( 0) ,n

d
t t

dt
= = =r v r r a           (2) 

и это решение задает сжимаемое отображение ( , ).t=r r a Последнее есть 

следствие формулы Лиувилля, примененной к этому уравнению, 

div ,n

dJ
J

dt
= ⋅v     (3) 

где J — якобиан отображения. В силу div vn ≠ 0 на  величину J не накла-
дывается никаких ограничений: якобиан может принимать произвольные 
значения, в том числе и нулевые. Уравнение (1) в терминах этого отобра-
жения допускает интегрирование:  

0( ( ) )
( , ) ,at

J
∇= ω a rω r         (4) 

где 0 ( )ω a  — начальное значение завихренности, которое имеет смысл 

инвариантов Коши (см., например, [7]). 
Уравнения (4) и (2) вместе с условием несжимаемости div v = 0 обра-

зуют замкнутую систему представления вихревых линий (ПВЛ), впервые 
введенного в работе [9] (см. также [8, 10]).   

Позднее стало ясно, что существование сжимаемых распределений 
для бездивергентных полей присуще всем вмороженным полям (магнит-
ное поле в идеальной МГД [15], ротор завихренности для двумерных те-
чений — di-vorticity [16] и т. д.). 

Поскольку завихренность в (4) в знаменателе содержит J, который 
принимает произвольные значения, то вероятность коллапса обеспечивает  
обращение якобиана J в ноль, что в ситуации общего положения может 
возникнуть сначала в отдельной точке. Такой сценарий оказался возмож-
ным для трехмерной интегрируемой гидродинамики [9, 11]. Трехмерная 
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интегрируемая гидродинамика получается из идеальной гидродинамики 
Эйлера в приближении локальной индукции. Эти уравнения интегрируют-
ся с помощью ПВЛ, в результате чего выясняется, что каждая вихревая 
нить представляет собой автономный объект, не взаимодействующий со 
всеми другими, но со своей нелинейной динамикой, которая описывается 
с помощью интегрируемого уравнения Ландау — Лифшица. Являясь сво-
бодной, каждая вихревая линия может догонять другую линию, т. е. про-
исходит опрокидывание вихревых линий. Как результат, в некоторой точ-
ке за конечное время якобиан ПВЛ обращается в ноль, что приводит к по-
явлению особенности для завихренности. Опрокидывание вихревых ли-
ний в трехмерной интегрируемой гидродинамике происходит благодаря 
сжимаемости вихревых линий, несмотря на несжимаемость потока [11]. 

Отметим, что до сих пор вопрос о коллапсе для гидродинамики Эйле-
ра остается дискуссионным, несмотря на большое количество численных 
и точных аналитических результатов (см. обзоры [12, 13] и цитируемую там 
литературу). От решения проблемы «есть коллапс или его нет» зависит на-
ше понимание природы развитой гидродинамической турбулентности.   

Основной вывод, который можно сделать исходя из сказанного, 
состоит в том, что в гидродинамике Эйлера существуют сжимаемые объ-
екты — это поле непрерывно распределенных вихревых линий. Интуи-
тивно ясно, что сжимаемость вихревых линий должна обеспечивать появ-
ление структур типа ударных волн, которые вначале возникают из-за оп-
рокидывания в отдельной точке, а затем область опрокидывания расширя-
ется, приводя к формированию каустики. Именно такие структуры — 
структуры блинного типа — наблюдаются в наших численных эксперимен-
тах [17—19]. Следует отметить, что впервые структуры такого типа наблю-
дались в численных экспериментах M. Браше с соавторами (1992) [20].  

Данная статья представляет собой обзор последних результатов, полу-
ченных нами в этом направлении. Основное внимание в статье уделяется 
численным результатам по моделированию процессов зарождения развитой 
( Re 1 ) турбулентности в рамках уравнений Эйлера. 

2. Численное моделирование 
Вначале нужно сказать несколько слов об уравнениях, решаемых чис-

ленно, и применяемых численных схемах. В численных экспериментах  мы 
использовали прямое интегрирование уравнений Эйлера в терминах завих-
ренности, т. е. уравнений (1), а также интегрирование уравнений Эйлера 
 в представлении вихревых линий — формулы (2) и (4), которые были пере-
писаны в эйлеровом представлении. Последнее означает, что рассматрива-
лось не прямое отображение r = r(a, t), а обратное  a = a(r, t), для которого 
уравнения движения в соответствии с (2) записываются в виде 

( ) 0.nt
∂ + ∇ =∂
a v a    (5) 
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Соотношение (4) в терминах a(r, t) переписывается как  

0

1
( , ) ( )[ ] .

2
t a aαβγ α β γ= ε ω ∇ ×∇ω r a   (6) 

Уравнения (1), а также (5), (6) численно интегрировались в периодиче-

ском ящике 3( , , ) [ , ]x y z= ∈ −π πr  с использованием псевдоспектрального 

метода Рунге — Кутты четвертого порядка точности. Чтобы избежать влия-
ния неустойчивости на больших волновых числах (bottle-neck instability), 
использовалась фильтрация в фурье-пространстве на каждом шаге по вре-
мени с помощью функции отсечения, предложенной в работе [14], 

( ) 36
max

, ,

( ) exp 36 ( ) ,j
j

j x y z

k K
=

 
ρ = −  

 
k   (7) 

где ( , , )x y zk k k=k  — волновой вектор, ( )
max 2j

jK N=  — максимальные вол-

новые числа и jN  — числа узлов решетки вдоль направлений  j = x, y, z, 

причем ( )
max .j

jk K≤  Функция (7) отсекает примерно 20 % спектра по краям 

спектрального пространства в каждом из трех направлений. Обратный 
оператор ротора в уравнении (1) вычислялся в фурье-пространстве (см., 
например, [17]). Адаптивный шаг по времени определялся с помощью  
критерия устойчивости CFL (Куранта — Фридрихса — Леви) с числом 
Куранта 0,5. 

Мы использовали адаптивную анизотропную прямоугольную решетку, 
которая является однородной в каждом направлении и подстраивается неза-
висимо вдоль каждой из трех координат. Алгоритм адаптации происходит 
от стандартного правила деалиасинга, оптимизированного для квадратич-
ной нелинейности уравнений Эйлера. На малых временах фурье-спектр ре-
шения сосредоточен на малых гармониках, тогда как высшие гармоники 
содержат численный шум. Мы отслеживали границу «сигнал — шум» до 

тех пор, пока она не достигнет ( )
max2 3jK  по любому из трех направлений  j = 

= x, y, z (детали см. в [17]). Затем решетку переопределяли вдоль соответст-
вующего направления, используя фурье-интерполяцию, которая имеет 
ошибку, сравнимую с ошибкой округления. Пока моделирование выполня-
ется таким образом, ошибка алиасинга исключается, а влияние фурье-
фильтрации (7) на «содержащие сигнал» гармоники пренебрежимо мало.  

Все наши численные эксперименты начинались на кубической решет-
ке 1283. Когда общее число узлов достигало 10243, мы продолжали экспе-
римент на фиксированной решетке до тех пор, пока фурье-спектр завих-

ренности на ( )
max2 3jK  не превысит 10–13 от своего максимального значения 

вдоль любого из трех направлений  j (см. [17]). 
Начальные условия для всех численных экспериментов выбирались в 

виде сдвигового течения ux = sin z; uy = cos z (вырожденное ABC-течение) 
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и случайных возмущений, спектр которых был сосредоточен в области 
малых волновых чисел. Мы изменяли соотношение между регулярной 
(ABC-течение) и случайной компонентами. В первых двух экспериментах 
[17] это соотношение (по энергии) было порядка единицы. В последующих 
экспериментах [18] это соотношение изменялось в широких границах. 

3. Численные результаты 
Во всех численных экспериментах мы наблюдали формирование 

структур блинного типа (вихревых слоев), толщины которых значительно 
меньше продольных размеров блина. Все эти структуры представляют 
собой области повышенной завихренности. Для каждой такой структуры 
можно определить ее размеры с помощью разложения вблизи локального 
максимума завихренности ωmax: 

max

1
,

2 ij i jH X X= ω + Δ Δω    (8) 

где ΔХ = x – xmax.  В этом случае собственные значения λn матрицы вторых 
производных | | ,ij i jH = ∂ ∂ ω  вычисленных в локальном максимуме завих-

ренности, будут определять характерные размеры структуры: 

max2 / .n n= ω λ  Максимальное значение 1λ  ( 1 2 3 )λ ≥ λ ≥ λ  задает тол-

щину блина, а собственный вектор, соответствующий этому собственному 
значению, — направление нормали к структуре типа блина. В собствен-
ных осях Hij разложение (8) записывается в виде 

2

max 2
1,2,3

1 .n

n n

a

=

 
= ω −  

 
ω


 

Следует отметить, что численное определение локальных максимумов за-
вихренности является нетривиальной задачей из-за специфической геомет-
рии блинообразных структур (соответствующие методы описаны в [17]).  

В данном разделе мы приведем  результаты численных экспериментов 
только для одних начальных условий (н. у.), помеченных в работе [17] 
как I1. Для этих н. у. соотношение между регулярной (ABC-течение) 
и случайной компонентами было порядка единицы. В работе [17] были 
представлены результаты формирования структур блинного типа для  
максимального времени счета tm1 = 6,89 с максимальной решеткой 
486 × 1024 × 2048. В работе [19]  для тех же начальных условий достигну-
то максимальное время tm2 = 7,75 с решеткой  972 × 2048 × 4096, в восемь 
раз большей по сравнению с решеткой в работе [17]. Для каждого из двух 
экспериментов разрешение решетки соответствовало 10—12 точкам по 
толщине самого тонкого блина (на уровне полумаксимума).  
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Рис. 1. Глобальный максимум завихренности как функция времени (a): по вер-
тикали логарифмическая шкала; пунктирная линия показывает наклон, пропор-

циональный 2e tβ , с β2 = 0,5; тонкая вертикальная линия отвечает максимальному 
времени моделирования tm1 = 6,89 [17]. Поведение модуля завихренности 
ω ≥ 0,85ωmax в разные моменты времени (б); различные оттенки черного цвета 
представляют собой  величины завихренности в средней плоскости блина: от тем-
ного для 0,85ωmax(t) до светлого для ωmax; структуры сдвинуты по вертикали для 
лучшей визуализации. Характерные пространственные масштабы 1  (верхняя 

кривая), 2  (средняя кривая) и 3  (нижняя кривая) как функции времени (в); 

пунктирная линия указывает на наклон, пропорциональный 1e t−β , с β1 = 0,74 

 
На рисунке 1 представлена эволюция структуры, соответствующей 

глобальному максимуму завихренности. Из этих данных можно видеть, 
что область повышенной завихренности (рис. 1, б) представляет собой 
сжимающуюся в одном направлении структуру типа блина с растущей 
завихренностью. Толщина блина  уменьшается  экспоненциально с декре-
ментом β1 (рис. 1, в). Другие два размера изменяются незначительно. Мак-
симальная завихреность растет экспоненциально со временем с инкремен-
том β2 (рис. 1, a). Отношение показателей β2/β1 ≈ 2/3. Таким образом, меж-
ду максимальной завихренностью ωmax и толщиной блина 1  возникает 

следущее соотношение колмогоровского типа: 
2/3

max 1( ) ( )t t −ω   . 

Этот результат был вначале получен численно в работе  [17], а затем под-
твержден для бóльшего интервала времени в работе [19].  

а б 

в 

ω
m

ax
 

t = 7,75
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Рис. 2. Нормированная компонента завихренности 2 max/ω ω  как функция автомо-

дельной переменной 1 1/aξ =   в разные моменты времени (a): t у кривых растет 

сверху вниз. Сравнение логарифмических производных 1 1 1/β = −    и 

2 max max/β = ω ω  с градиентами скорости 1 1a−∂ ∂v и 2 2a∂ ∂v , полученными чис-

ленно в точке глобального максимума завихренности (б)  

 
Численное моделирование показывает, что вектор завихренности в ос-

новном лежит в плоскости блина (||n2). Другие компоненты завихренности 
оказываются малыми. Рисунок 2, а дает представление, как изменяется 
при прохождении глобального максимума завихренности компонента ω2, 
нормированная на максимальное значение завихренности ωmax, в зависи-
мости от координаты a1 вдоль нормали к блину. С хорошей точностью эта 
зависимость демонстрирует автомодельное поведение.  

3.1. Точное решение уравнений Эйлера 
как модель эволюции блинообразных структур 

Для описания эволюции блинных структур было найдено точное ре-
шение уравнений Эйлера [19]. Пусть в декартовой системе a = a1n1 + 
+ a2n2 + a3n3 завихренность зависит только от a1 и имеет одну компоненту, 
параллельную оси a2. Тогда уравнение (1) допускает следующее решение: 

1
2 2 2

1

( , ) , ( ) ,
( )

a
t t f

t
 ′= ω ω = Ω  
 

ω a n


  (9) 

1 1
1

1 3 2 2
1

3 3

( )

( , ) ( ) ( ) ( ) .
( )

( )

t a
a

t t t f t a
t

t a

−β 
   = − Ω + β      β 

v a n


         (10) 

Здесь ( )tΩ есть амплитуда завихренности, 1( )t  — толщина блина, ( ),f ξ  

зависящая от автомодельной переменной 1 1( )a tξ =  , является произ-
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вольной функцией. Параметры 1 2( ), ( )t tβ β  и 3( ),tβ  определяющие растя-

гивающее поле скорости при больших a, имеют вид   

1 1 1 2 1 2 3, , 0,β = − β = Ω Ω −β + β + β =         (11) 

где точка означает дифференцирование по времени. Скорость (10) пред-
ставляет собой суперпозицию сдвигового течения 1 1 1 3( )f a−Ω n   и 

асимметричного потенциального растягивающего течения 

1 1 2 2 3 3( , , ).a a a−β β β  Давление в этом случае задается выражением, опреде-

ляемым только параметрами  iβ : 
22 2

2 2 2 31 2
0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) .

2 2 2
aa a

p p= + β − β − β + β − β + β        (12) 

Данное решение представляет собой обобщение решения, найденного в 

частном случае в работе [20]: 1 /
1 1,2 3e , 1 / , 0.t T T−Ω = = β = β =  

Следует отметить, что распределение (9)—(12) имеет бесконечную 
энергию в R3. В частности, ввиду произвольности  Ω(t) и 1 (t) легко нахо-

дится решение, приводящее к появлению особенности за конечное время. 
Найденное новое решение, помимо произвольной функции f (ξ), характе-
ризуется безразмерным параметром асимметрии растягивающего потока 

2 3 2

2 3 1

2
1.

β − β βσ = = −β + β β    (13) 

В наших численных экспериментах наблюдается почти экспоненциальное 
поведение для Ω(t) и для толщины 1 (t) (см. рис. 1, а, в), что соответствует 

постоянным значениям 1β , 2β  и 3β . В этом случае параметр асимметрии 

определяет степенной закон между амплитудой завихренности и толщи-
ной 1 (t): 

2
1

1

1
( ) ( ) , .

2
t t −ς β σ +Ω ∝ ς = =β   (14) 

В поперечном направлении для данного решения вариация скорости в 

плоскости блина на масштабе 1  ведет себя как 1
3 1 1 .−ςδ ∝ Ω ∝ v  Эта ва-

риация стремится к нулю при 1 0→  и 1ς < . 

Следует отметить, что анзац (9)—(12) может быть применен и в слу-
чае уравнения Навье — Стокса, если считать функцию f зависящей также 

от времени. В этом случае  f определяется из уравнения 
2
1

0tf fςς
ν− =


, где 

ν — коэффициент вязкости. После простой замены это уравнение сводит-
ся к уравнению теплопроводности. В случае осесимметричных течений 
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( 2 3 1 2β = β = β ) данное решение переходит в решение в виде вихря Лун-

дгрена [21].  
В работе [19] было проверено, что решение (9)—(12) хорошо согласу-

ется с результатами численного моделирования. Мы провели несколько 
проверок. Как это видно из рис. 2, а, автомодельная зависимость ( )f ξ  

(вдоль оси a1) хорошо согласуется с решением. Область автомодельности 
при больших ξ  должна сшиваться с основным течением. Важно отметить, 

что функция ( )f ξ  не является универсальной, она меняется при переходе 

от одного блина к другому, а также при изменении начальных условий.  
Другой тест связан со сравнением градиентов скорости. Для решения 

(9)—(12) 

1

2

2 3

0 0

0 0 .

0
i ja

−β 
  ∂ ∂ = β   
 −ω β 

v        (15) 

На рисунке 2, б представлено сравнение при разных временах  лога-
рифмических производных 1 1 1β = −    и 2 max maxβ = ω ω  с градиентами 

скорости 1 1a− ∂ ∂v  и 2 2 ,a∂ ∂v  найденными в точке глобального макси-

мума завихренности. Можно видеть очень хорошее общее согласие, за 
исключением  большего  отклонения для 1 1a− ∂ ∂v  при t = 7. Это откло-

нение может быть связано с изменением (до 20 %) производной скорости 
в пределах толщины блина. В заключительный момент времени tm2 = 7,75 
в точке глобального максимума завихренности численно градиент скоро-
сти  равен 

0

0,72 0,04 0,03

0,11 0,53 0,09 ,

18,42 0,04 0,19
i ja =

− − 
  ∂ ∂ = − −   
 − − 

av   (16) 

откуда видно, что имеется единственная большая компонента (3, 1), 

3 1 max .a∂ ∂ ≈ −ωv  Диагональные элементы очень хорошо согласуются с 

параметрами 1 0,74,−β = −  2 0,53β =  и 3 0,21β = , в то время как все остав-

шиеся компоненты: (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3) и (3, 2) — оказываются 
малыми. 

Таким образом, в области максимума завихренности численное моде-
лирование дает очень хорошее согласие с точным решением. При больших 
расстояниях вдоль вихревого слоя его нормаль поворачивается (см.  
рис. 1, б) и согласие с точным решением нарушается. В действительности в 
каждой точке вихревого слоя при введении соответствующей системы ко-
ординат, ориентированной по нормали, точное решение локально хорошо 
согласуется с численным результатом моделирования.  
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Решение (9)—(12) не определяет связи между параметрами 1β  и 2 ,β  ко-

торые в численном эксперименте приводят к зависимости колмогоровского 
типа между максимальной завихренностью и толщиной вихревого слоя, 

max 1( ) ( ) , 2 3.t t −ςω ς ≈λ    (17) 

По нашему мнению, параметр ς  должен определяться исходя из сшивки 

точного решения (9)—(12) с областью, по размеру значительно превы-
шающей толщину вихревого слоя, т. е. нелокальным образом. Этот вопрос 
пока остается открытым.  

К сказанному следует добавить, что поведение завихрености во всех ло-
кальных максимумах удовлетворительно укладывается на зависимость 2 3  

для наклона на логарифмической плоскости ( max 1( ),tω λ ) (рис. 3). 
 

 
Рис. 3. a — Соотношение между локальными максимумами завихренности 

max ( )tω  и соответствующими характерными толщинами 1( ).tλ  Линии показывают 

эволюцию максимумов, жирные точки соответствуют времени tm2. Пунктирная 

линия соответствует степенному закону 2/3
max 1 .−ω ∝   б — Такой же график для 

других случайных начальных условий с финальной решеткой  1152 × 972 × 864 
(с меньшим пространственным разрешением)  

3.2. Сжимаемость отображения ПВЛ 

В данном разделе мы приведем результаты численного моделирования 
уравнений Эйлера в представлении вихревых линий, т. е. в рамках уравне-
ний (5) и (6).  

Как отмечалось ранее, представление вихревых линий указывает на 
сжимаемость вихревых линий. Причем в силу (4) поведение завихренно-
сти существенно зависит от якобиана J. Особенно эта корреляция должна 
проявляться при уменьшении J и, соответственно, росте завихренности в 
ее максимальной точке. На рисунке 4 представлена зависимость от време-
ни минимума якобиана (с хорошей точностью соответствует максимуму 
завихренности) для н. у. I2 [17]. Логарифмическая шкала показывает, что 
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Рис. 4. Эволюция в логарифмической 
шкале локальных минимумов якобиана. 
Пунктирная линия соответствует накло-

ну, пропорциональному e ,Jt T−  2,9JT =  

 

min e c 2,9.Jt T
JJ T−∝ ≈  Это значение практически совпадает со временем 

нарастания максимальной завихренности Tω ≈ 2,7. Вычисления в рамках 
ПВЛ также хорошо соотносятся с прямым интегрированием уравнений 
Эйлера. На рисунке 5 представлены две зависимости — логарифмической 
производной максимальной завихренности max[log ]d dt ω  и вычисленной 

в точке максимума завихренности дивергенции нормальной компоненты 
скорости, взятой со знаком минус, –div vn. Согласно (3) последняя величи-
на есть логарифмическая производная якобиана с соответствующим зна-
ком. Обе эти зависимости сильно взаимно коррелируют. Данные числен-
ные результаты показывают, что формирование структур блинного типа 
обязано сжимаемости вихревых линий. При этом минимуму якобиана со-
ответствует максимум завихренности. 

 

 

 
 
Рис. 5. Эволюция логарифмической 
производной max[log ]d dt ω  (верх-

няя линия) и –div vn (нижняя ли-
ния), вычисленных в точке гло-
бального максимума завихренно-
сти. Штрихпунктирная прямая ли-
ния соответствует инкременту 1/Tω 

роста max ,ω  где Tω ≈ 2,7 

3.3. Спектры турбулентности 
В настоящее время в численных экспериментах мы наблюдаем фор-

мирование структур блинного типа для всех рассматриваемых начальных 
условий (более 30) [17—19]. В ходе эволюции всех таких структур с высо-
кой завихренностью выполняется в той или иной степени соотношение 

колмогоровского типа 2 3
max ( ) ( ) .t t −ω λ  В нашей первой работе [17] пока-

J m
in

 

t 
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зано, что блины в x-пространстве порождают сильно анизотропные рас-
пределения в k-пространстве в виде джетов, вытянутых в направлениях, 
перпендикулярных блинам (рис. 6). Поскольку при эволюции блинов их 
толщина уменьшается, то, соответственно, анизотропия джетов растет со 
временем. Из-за этого мгновенный спектр турбулентности оказывается 
сильно изрезанным и анизотропным. Число структур блинного типа уве-
личивается, и, соответственно, растет число джетов. Каждый из джетов 
имеет свое угловое распределение порядка (kL)–1, где L — характерный 
продольный размер блина. С увеличением количества джеты начинают 
перекрываться в k-пространстве. Когда таких перекрытий достаточно мно-
го, в этих областях происходит формирование колмогоровского спектра 

5 3( )E k k −  (рис. 7). Начальные условия IC1 [18] не содержат никакой 

начальной анизотропии. По этой причине после усреднения по углу колмо-
горовский спектр не наблюдается. Начальные условия IC2 и IC3 представ-
ляют собой суперпозицию сдвигового течения (вырожденное ABC-течение) 
 
 
Рис. 6. Изоповерхности модуля Фурье 
амплитуд завихренности (нормирован-
ных на максимальное значение)  

( ) 0,2=ω k  в k-пространстве при tm1. 

Сплошные линии показывают макси-
мальные k-векторы (нормированные на 

1
1
−λ  для всех джетов) 

 

        
                                              k                                                                    k    

 

 
k 

Рис. 7. Спектр энергии Ek(t) в разные моменты времени для н. у. [18] IC1 (тип I) (a), 
IC2 (тип II) (б)  и IC3 (тип III) (в). Время у кривых растет снизу вверх 
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и изотропного гауссова шума. Анизотропия, порождаемая сдвиговым тече-
нием, обусловливает появление джетов с сильным угловым перекрытием, 
благодаря чему формируется колмогоровский спектр. Следует подчеркнуть, 
что неусредненный по углу спектр оказывается сильно анизотропным. Та-
ким образом, несмотря на колмогоровское поведение спектра, турбулент-
ность в условно инерционном интервале далека от изотропной и однород-
ной, по крайней мере для времен численного эксперимента. 

Заключение 
В данной работе на основе представления вихревых линий, точного 

решения и прямого численного интегрирования уравнений Эйлера пока-
зано следующее: 

• на стадии возбуждения спектр турбулентности в инерционном ин-
тервале далек от изотропного; 

• основной вклад в спектр связан с появлением когерентных структур 
в виде блинов, которым в спектре турбулентности соответствуют джеты с 
растущей со временем анизотропией; 

• максимальная завихренность в блине и его ширина λ связаны уни-

версальным соотношением колмогоровского типа 2 3
max

−ω λ , при этом 

рост завихренности и сужение структур блинного типа зависят от времени 
экспоненциально, без какой-либо тенденции к взрывному поведению; 

• найденное точное решение уравнений Эйлера хорошо согласуется с 
численным моделированием в области блина; 

• зарождение и развитие структур блинного типа  является следстви-
ем сжимаемости вихревых линий;  

• наблюдаемое увеличение числа таких структур приводит к форми-
рованию  колмогоровского спектра для полностью  невязких течений.  

Данная работа была поддержана Российским фондом фундаменталь-
ных исследований (грант 17-01-00622). Численные эксперименты выпол-
нялись в Новосибирском суперкомпьютерном центре (НГУ) и информа-
ционном центре Института фундаментальной и прикладной математики 
(IMPA, Рио-де-Жанейро). Д. С. Агафонцев благодарен за поддержку со 
стороны IMPA во время визитов в Бразилию. 
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